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SAZETAK

Od pocetka ljudske povijesti primijec¢ena je pojava matematike i povezanost brojeva
sa stvaranjem svega Sto okruzuje ljudsko bi¢e. Uska povezanost matematike i prirode
oduvijek je postojala i prije nego $to su je ljudi poceli istrazivati. Razvoj ¢ovjeCanstva
uvelike je utjecao i na sam razvoj matematike kao znanosti. Brojevni sustavi i numeriranje
dolazi u kasnijoj povijesti s potrebom kompleksnije matematicke komunikacije. Pojavom
brojevnih sustava dolazi potreba za jasnijim pisanjem i razumijevanjem sustava.
Fibonaccijevi brojevi i sustav jedni su od tih sustava koji su opisani u ovom radu. lzvedene
formule potjecu od svojstava Fibonaccijevih brojeva i sluze za lakSe ra¢unanje unutar Samog
sustava. Cilj ovog rada je ponajprije upoznavanje sa Fibonaccijevim brojevima i nizom, kao

I opisivanje zanimljivih pojava tih brojeva u prirodi i povijesti.

Kljuéne rijeci: matematika, Fibonaccijevi brojevi, brojevni sustav

ABSTRACT

From the beginning of human history, the appearance of mathematics and the
connection of numbers with the creation of everything that surrounds a human being has
been noticed. The close connection between mathematics and nature has always existed even
before humans began to explore it. The development of mankind has greatly influenced the
very development of mathematics as a science. Number systems and numbering come in
later history with the need for more complex mathematical communication. With the
appearance of number systems comes the need for clearer writing and understanding of said
systems. Fibonacci numbers and its system are one of those systems described in this paper.
The derived formulas are formed from the properties of Fibonacci numbers and serve to
facilitate computations within the system itself. The aim of this paper is primarily to get
acquainted with Fibonacci numbers and series, as well as to describe interesting phenomena

of these numbers in nature and history.

Keywords: math, Fibonacci numbers, number system
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1. UVOD

Vecina ljudskog postojanja opisana je brojevima, vrijeme, strukture, mjerenja,
racunanja i sliéno. Sve pojave brojeva su prirodne i prethodno definirane. Susretanje s
matematikom je neizbjezno te je na pojedincima da istrazuju i prosiruju svoje znanje u tom
podrudju ljudske znanosti. Pojam Fibonaccijevih brojeva primjenjivao se kroz stolje¢a dok
se njihovo pojavljivanje pronalazilo u gotovo svim aspektima ljudskog postojanja, umjetnost
1 arhitektura. Nekih od najvec¢ih povijesnih umova bavili su se u nekom periodu svog Zivota
sa Fibonaccijevim brojevima i primjenjivali ih u svojim podru¢jima znanosti.

U ovom radu opisana su razna svojstva Fibonaccijevog niza brojeva i njihova
primjena ponajprije u matematici. Fibonaccijevi brojevi pojaviti ¢e se i u prirodi na raznim
apstraktnim mjestima. VaZznost ovih brojeva iskazuje se najviSe u matematici, koriSteni su
za dokazivanje raznih teorema i pronalazenju novih korisnih formula, takoder igraju veliku
ulogu u olaksavanju racunanja brojeva koji su ¢lanovi Fibonaccijevog niza. Cilj istrazivanja
primarno je upoznavanje sa svojstvima Fibonaccijevih brojeva i navodenje zanimljivih
¢injenica i primjera gdje se pojavljuju u prirodi. Osim toga opisan je doprinos raznih
znanstevnika kroz povijest u matematici i drugim znanostima.

Ovaj rad sastavljen je od uvoda, zatim u drugome poglavlju rada dolazi do opisivanja
matematike opéenito kao znanosti i njenog mjesta u povijesti te kako su je ljudi definirali
kroz stolje¢a. Takoder u istom poglavlju opisuje se povijest matematike i tri vaZnija
razdoblja matematiCke povijesti koja se ujedno najvise doti¢u teme rada. Nakon povijesti
matematike opisan je stvaratelj Fibonaccijevog niza sam Leonardo Fibonacci i njegovi
najveci doprinosi matematici. U treCem poglavlju razradeni su matematicki nizovi i njihove
vrste, osnovna svojstva i osnovne formule kojima se izracunavaju odredeni parametri unutar
tih nizova. Opisana su tri niza aritmeticki, geometrijski i konvergentan. Cetvrto ujedno i
najopSirnije poglavlje opisuje Fibonaccijev niz 1 njegovu pojavu u prirodi 1 matematici. Za
matematiku su opisani najpoznatiji primjeri uporabe Fibonaccijevih brojeva, od pojave
brojeva u geometriji pa sve do stvaranja jedinstvenog brojevnog sustava temeljenog na
Fibonaccijevim brojevima. Posebna paZnja posveéena je temi zlatnog reza, najvise zbog
njegove neizbjezne pojave U prirodi i umjetnosti. Peto, zadnje poglavlje zakljucak je rada,

donesen na temelju opisanih argumenata i podataka u radu.



2. MATEMATIKA

2.1. MATEMATIKA OPCENITO

Matematika nema opcu definiciju. Aristotel je matematiku definirao kao znanost o
koli¢ini 1 ta je definicija prevladavala do 18. stolje¢a. S vremenom Aristotel je takoder
primijetio da usredotocenost samo na koli¢inu mozda neée razlikovati matematiku od
znanosti poput fizike, te po njegovom misljenju, apstrakcija i proucavanje koli¢ine kao
svojstva izdvajale su matematiku od drugih znanosti.

U 19. stoljecu studij matematike pocinje jacati, S njime Aristotel pocinje raspravljati
0 apstraktnim temama poput teorije skupina i projektivne geometrije, koje nemaju jasan
odnos prema veli¢ini i mjerenju. MatematiCari i filozofi poceli su predlagati niz novih
definicija, unato¢ tome veliki broj profesionalnih matematiara ne zanima se za definiciju
matematike ili je ne moze definirati. Nema ¢ak ni dogovora oko toga je li matematika
umjetnost ili znanost.

Znatan doprinos matematici pruzio je njemacki matematicar Carl Friedrich Gauss
koji matematiku naziva kraljicom znanosti, njegov predlozak potvrdio je Marcus du Sautoy
koji tvrdi da je matematika jedna od glavnih pokretackih snaga znanstvenih otkri¢a. Filozof
Karl Popper primijetio je da je veé¢ina matematickih teorija, poput onih iz fizike i biologije,
hipoteticko-deduktivna, tvrdeci da je ¢ista matematika puno bliZa prirodnim znanostima ¢ije
su hipoteze nagadanje.

Matematika dijeli mnogo zajednickog s mnogim poljima fizickih znanosti, posebno
s primjenom deduktivne logike kao procesa razumijevanja dvije ili viSe premisa u svrhu
dobivanja logickog zakljucka. Intuitivnost i eksperimentacija S ostvarenim saznanjima igraju
vaznu ulogu u matematici i ostalim znanostima. Eksperimentalna matematika nastavlja rasti
na vaznosti unutar polja matematike dok racunanje i simulacije igraju sve vecu ulogu u

znanosti kao i u matematici [22], [20].

2.2. POVIJEST MATEMATIKE

Nasi preci imali su opcenitu osjetljivost na koli¢inu i instinktivno su znali razliku
izmedu jedne ili dvije zivotinje. Medutim, intelektualni skok od konkretne ideje dviju stvari

do izuma simbola ili rijeci trajao je mnogo vjekova. Danas u Amazoniji jo$ uvijek postoje



ocuvana izolirana plemena sa drustvenim ustrojem lovaca i sakupljaca, koji imaju iznimno
malu koli¢inu nazivlja za brojeve u usporedbi sa danasnjim formalnim sustavima brojeva.
Posljedica nerazvijenosti leZi u Cinjenici da nedostatak razvijene poljoprivrede i trgovine
zahtijeva znatno manju potrebu za formalnim sustavom brojeva.

Rani ¢ovjek pratio je redovite pojave poput mjesecevih faza i godisnjih doba, neki
od najranijih dokaza CovjeCanstva i njegova sluzenja s brojkama potje¢u iz Afrike u
urezanim kostima za koje je pretpostavljeno da datiraju i do 20 000 godina prije Krista.
Pronadeni dokazi prikazuju osnovnu vje$tinu za brojanje i zbrajanje, ali ovo se ne moze ni

poceti usporedivati s matematikom koju danas poznajemo [20].

Slika 1: Ishango kost [20]

Prije pojave dinastija Egipéana i Sumerana isti su predstavljali geometrijske nacrte
na svojim artefaktima ve¢ u 5. tisuc¢ljecu prije Krista. Geometrijski nacrti pronadeni na
ostatcima tih artefakta spoznaju se vise kao umjetnicki izrazaj tih drustava nego sustavno
prepoznatljive figure, oblici i veli¢ine koji se kasnije koriste u matematici. Prava matematika
se u pocetku uglavnom razvijala za potrebe birokracije, kada su se civilizacije naseljavale i
razvijale poljoprivredu, za mjerenje zemljisnih posjeda i oporezivanje posjednika. Ova
pojava dogada se prvi put u sumerskoj i babilonskoj civilizaciji Mezopotamije i u starom
Egiptu.

Prema nekim zapisima, postoje dokazi o osnovnim aritmeti¢kim i geometrijskim
zapisima na petroglifima na grobljima Knowth i Newgrange u Irskoj koji se datiraju do 3200
godina prije Krista. Stonehenge je takoder jedan od poznatijih primjera uporabe osnovne
matematike, ovaj neoliticki, ceremonijalni i astronomski spomenik u Engleskoj, koji datira
oko 2300 godina prije Krista, prikazuje primjer uporabe mjerenja kutova u krugu. Sustav
koji se vjerojatno razvio neovisno o seksagezimalnom sustavu brojanja drevnih Sumerana i
Babilonaca [20].



2.2.1. Sumerska matematika

Sumer kao regija Mezopotamije poznata i kao kolijevka civilizacije rodno je mjesto
pisanja, kotaca, poljoprivrede, navodnjavanja i mnogih drugih inovacija. Sumerani su razvili
najraniji poznati sustav pisanja, piktografski sustav, poznat kao Kklinasto pismo.
Zapisivanjem klinastih znakova na ploce od pecene gline, na kojima su ujedno pronadeni
dokazi o postojanju kompleksnijih matematickih izracuna unutar seksagezimalnom sustava.

Sumerska i babilonska matematika temeljila se na numeri¢kom seksagezimalnom
sustavu baze 60, koji se mogao fizi¢ki izbrojati pomocu dvanaest zglobova prstiju S jedne
ruke i pet prstiju s druge ruke. Za razliku od Egipc¢ana babilonski brojevi koristili su sustav
vrijednosti gdje su znamenke napisane u lijevom stupcu predstavljale veée vrijednosti kao u
modernom decimalnom sustavu s time da su koristili bazu 60 umjesto danasnje baze 10. Broj
60 predstavljen je istim simbolom kao i broj 1 zato $to im je nedostajao ekvivalent decimalne
tocke [20].

11 <7 21 KT 3147 49 Zr 5.4

24 2D« RKY L&y 247
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Slika 2: Babilonski sustav brojeva [20]

Aiaﬂi;ﬂﬂia*

Pretpostavlja se da znac¢ajni babilonski napredak u matematici vjerojatno pogodovao
¢injenici da 60 ima mnogo djelitelja, on je najman;ji cijeli broj djeljiv sa svim cjelobrojnim
brojevima od 1 do 6. Utjecaj seksagezimalnog sustava primjecuje se u kontinuiranoj uporabi
racunanja vremena kao 60 sekundi u jednoj minuti ili 60 minuta u jednome satu, sistemi
rac¢unanja koji su pokazatelji upecatljivog utjecaja drevnih babilonskih sustava u danasnjem
vremenu. Babilonci su takoder razvili revolucionarni matemati¢ki koncept, nesto Sto

Egipéani i ve¢ina drugih civilizacija nisu posjedovali, znak kruga $to mi danas prepoznajemo



kao nulu. U vrijeme Babilona taj simbol nije imao isto znaenje kao i danas veé je
predstavljao rezervirano mjesto umjesto znamenke odnosno broja.

Kvadratni brojevi i kvadratne jednadzbe pojavile su se u matemati¢kom problemu
mjerenja nepravilne povrSine kopna. Babilonske glinene plo¢e daju nam prve dokaze o
rjeSavanju kvadratnih jednadzbi u svrhu izra¢una tog problema. Babilonski pristup
rjeSavanju obi¢no se vrtio oko geometrijske igre rezanja i premjeStanja oblika, iako se
takoder pojavljuje upotreba algebre i kvadratnih jednadzbi. Babilonci su Kkoristili
geometrijske oblike u izgradnji i dizajnu zgrada te u izradi kockica za zabavne igre koje su
bile vrlo popularne u njihovom drustvu, poput drevne igre Tavla. Njihova se geometrija
prosirila na izraCunavanje povrSina pravokutnika, trokuta i trapeza, kao i volumena

jednostavnih oblika poput opeke i cilindara [10].

Slika 3: Igra Tavla iz Babilonije [10]

2.2.2. Egipatska matematika

Rani Egipcani naselili su se uz rijeku Nil ve¢ oko 6000 godina prije Krista, a poceli
su numericki biljeziti mjeseceve faze i godi$nja doba iz poljoprivrednih i vjerskih razloga.
Faraonovi geodeti koristili su mjerenja na temelju dijelova tijela, dlan je bio Sirina ruke i
lakat mjera od lakta do vrha prstiju. Tim sustavom obavljali su mjerenje zemljista i zgrada
vrlo rano u egipatskoj povijesti, a decimalni numericki sustav kasnije je razvijen na temelju
sustava deset prstiju.

Najstariji do sada otkriveni matematicki tekst iz drevnog Egipta je Moskovski
papirus koji potjece iz egipatskog srednjeg kraljevstva oko 2000 godina prije Krista. Pisanje
brojeva radilo se u obliku kombinacija simbola sa raznim brojevnim vrijednostima [11].



Slika 4: Moskovski papirus [11]

Smatra se da su Egipcani uveli najraniji potpuno razvijeni osnovni sustav brojanja u
bazi 10 otprilike 2700. godina prije Krista. Zapisani brojevi, hijeroglifi koristili su liniju za
jedinice, simbol pete kosti za desetke, svitak konopa za stotine i biljku lotusa za tisuce te
mnoge druge hijeroglifske simbole za brojke iznad tisu¢u pa sve do milijun. Medutim, nije
postojao koncept vrijednosti mjesta, pa su veéi brojevi bili popriliéno nepojmljivi. Za primjer
nepojmljivosti promatran je broj milijun koji je trebao biti samo jedan znak dok broj milijun

minus jedan zahtijeva pedeset i ¢etiri kombinirana hijeroglifa za njegovo definiranje.

Value 1 10 100 1,000 10,000 100000 1,000,000
Hierogvph | n @ I ﬂ m :.h &,
Example:

4 622 would be shown as:

I
Slika 5: Drevni egipatski hijeroglifi i brojevi [20]

Piramide su jedan od mnogih pokazatelja sofisticiranosti egipatske matematike. Na
njima se prvi put primjecuje uporaba zlatnog reza, kompozicijski zakon u kojem se manji
dio prema ve¢em odnosi kao veéi dio prema ukupnom, u umjetnosti poznat kao zlatni omjer.
Piramide takoder pruzaju dokaz da su Egip¢ani poznavali formulu za volumen piramide kao
i za krnju piramidu. Medu ostalim bili su svjesni, davno prije Pitagore, pravila pravokutnog

trokuta, gdje trokut sa stranicama 3, 4 i 5 daje savrSen pravi kut, ili egipatski trokut [11],
[20].



2.2.3. Srednjovjekovna matematika

Tijekom stolje¢a u kojima su kineski, indijski 1 islamski matemati¢ari bili u usponu,
Europa je usla u mra¢no doba, u kojem su znanost, matematika i gotovo svi ostali znanstveni
napori bili obustavljeni. Prvi veliki europski srednjovjekovni matematicar bio je Talijan
Leonardo iz Pize, poznatiji kao Fibonacci. lako najpoznatiji po takozvanom Fibonaccijevom
nizu brojeva, mozda je njegov najvazniji doprinos europskoj matematici bila njegova uloga
u Sirenju uporabe hinduisticko-arapskog brojevnog sustava po cijeloj Europi po¢etkom 13.
stolje¢a. Taj sustav nedugo nakon uvodenja zamijenio je rimski brojevni sustav te otvorio
put razvoju Europske matematike [20].

Nas vlastiti brojevni sustav, sastavljen je od deset simbola 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7,81 9.
Naziva se hinduisticko-arapski sustav. On je decimalni sustav u bazi 10 jer se vrijednosti
mjesta povecavaju za potenciju od deset. Ovaj sustav brojeva takoder se naziva polozajnim,
na primjer polozaj simbola 5 u broju 5369 daje mu vrijednost mnogo vecu od vrijednosti
simbola 6 u tom istom broju. Razvoj ovih deset simbola i njihova upotreba u pozicijskom
sustavu dolazi nam prije svega iz Indije. Njemacki srednjovjekovni matematiar
Regiomontanus bio je mozda najsposobniji matematiar 15. stoljeca, a njegov glavni
doprinos matematici bio je na podrucju trigonometrije. Ustanovio je trigonometriju kao
jedinstvenu cjelinu u podrucju matematike izvan dotada$nje primjene u astronomiji. 1zdao
je matematicki rad po imenu De Triangulis, u kojoj je opisao veliki dio osnovnog
trigonometrijskog znanja koje se sada predaje u srednjim Skolama i na fakultetima, to je

jedna od prvih znacajnijih knjiga o trigonometriji koja se pojavila u tiskanom obliku [23].

2.3. LEONARDO FIBONACCI

Leonardo Fibonacci roden je 1170 godine u Pizi, talijanskom gradu u Toskani.
Fibonacci na talijanskom jeziku znaci sin Bonaccia, mjesnog pisara iz Pize, s kojim je
Leonardo vecinu svog zivota putovao kao diplomat i trgovac. Dio svog zivota proveo je u
Alziru 1 drugim tadasnjim arapskim zemljama., upravo tamo spoznao je svoju naklonost
prema arapskoj matematici. Medu ostalim najvise se bavio arapskom algebrom i pozicijskim
brojevnim sustavom. Znanje prikupljeno na tim putovanjima utjecalo je na stvaranje rada
Knjiga racunanja, koju je napisao u Pizi. Ovaj matematic¢ki rad postati ¢e jedno od
najutjecajnijih istrazivanja matematike za Europu u sljedeca tri stolje¢a od njena nastanka.
Fibonacci je poslan na proucavanje izraCuna kod arapskog majstora. Kasnije je otiSao u

Egipat, Siriju, Grcku i Siciliju, gdje je proucavao razlicite numericke pozicijske sustave.
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Poznato je da putovanja Europljana u to vrijeme nisu bila iskljucivo radi matematike, ve¢ su
ona bila velikim dijelom motivirana potrebom za trgovinom, Piza kao talijansko mjesto
imalo je razvijene trgovacke putove i veze sa arapskim pokrajinama, od Carigrada preko
Egipta pa sve do danasnjeg Alzira [22].

Kad se Fibonaccijev Liber Abaci, knjiga racunanja, prvi put pojavila hinduisti¢ko-
arapski brojevi bili su poznati tek nekolicini europskih intelektualaca kroz prijevode spisa
arapskog matematicara iz 9. stoljeca, oni su demonstrirali upotrebu brojeva u aritmetickim
operacijama, zatim su te osnovne tehnike primjenjivali na prakti¢ne birokracijske probleme
kao S$to su razmjena dobara, promjena novca i ratunanje kamate.

Fibonacci je svoja putovanja zavrsio oko 1200. godine i u to se vrijeme vraca u rodni
grad Pizu. Tamo je napisao niz vaznih djela koja su igrala veliku ulogu u oZivljavanju
drevnih matematickih vjestina i time je dao svoj vlastiti doprinos matematici. Fibonacci je
zivio u dane prije tiska, pa su njegove knjige pisane rukom, a jedini na¢in da se dobije kopija
jedne njegove knjige bila je da se napravi ru¢no prijepis. Poznato je da su napisani neki drugi
radovi koji su nazalost izgubljeni. O Fibonaccijevom Zivotu nema puno informacija niti o
njegovoj obitelj malo se zna osim nekoliko ¢injenica opisanih u njegovim matemati¢kim
spisima, unato¢ tome lako se moze re¢i da su Fibonaccijeva djela imala iznimno velik utjecaj
na razvoj srednjovjekovne europske matematike i ostavila trajni utisak u danasnjem
vremenu. Njegova djela kao i vecina djela ostalih povijesno znacajnih znanstvenika i
matematiCara tek su dobila pripadajuce zasluge stolje¢ima kasnije. Tijekom 15. stoljeca
njegovo stvaralaStvo dolazi do najveéeg izrazaja i cijeni se tek nekoliko stoljeca nakon

njegove smrti [23].



Slika 6: Leonardo Fibonacci [12]

2.3.1. Fibbonacijevo stvaralastvo

Liber Abaci (Knjiga ra¢unanja) povijesni je latinski aritmeticki rukopis kojeg je
napisao Leonardo Fibonacci u Pizi 1202. godine. Liber Abaci bila je medu prvim
zapadnjackim knjigama koja je opisala hinduisticko arapski numeric¢ki pozicijski sustav
brojeva i upotrijebila simbole sli¢ne danasnjim arapskim brojevima.

Nakon objave knjige raCunanja Fibonnaci je pozvan na suradnju sa tadas$njim
talijanskim carem Frederikom Il. i njegovim ucenicima, razmjenjujuci razne probleme s
njima. Fibonacci iz tog razloga kasnije napisano djelo posvecuje Fredericku Il. po imenu
Liber quadratorum Knjiga kvadratnih brojeva. Djelo je pisano po istrazivanjima grékog
matematicara 3. stoljeCa Diofanta, temelji se na jednadzbama drugog stupnja odnosno
jednadzbama koje sadrze kvadrate. Liber quadratorum smatra se Fibonaccijevim
najvaznijim djelom. Rije¢ je o sustavno uredenoj zbirci teorema, koje je mnoge izmislio
autor i koristio vlastite dokaze za izradu opéih rjeSenja. Medu ostalim najkreativnijim radom
smatrala se teorija o podudarnim brojevima. Brojevi koji daju isti ostatak kada se podijele s
danim brojem. lzradio je i originalno rjesenje za pronalazenje broja koji kada se zbroji ili
oduzme od kvadratnog broja, ostane kvadratni broj.

lako je Liber Abaci bio utjecajniji za srednjovjekovnu Europu i Sireg opsega od Liber

quadratorum, djelo o kvadratnim jednadzbama svrstava Fibonaccija u grupu stvaratelja



teorije brojeva skupa s Diofantom i francuskim matemati¢arom iz 17. stoljeca Pierrea de
Fermata. Teorija brojeva grana je Ciste matematike koja je posvecena proucavanju
cjelobrojnih brojeva i funkcija. Osim njegove uloge u Sirenju upotrebe hinduisti¢ko arapskih
brojeva, Fibonaccijev doprinos matematici uglavnom je zanemaren. Njegovo ime poznato

je modernim matematicarima uglavnom zbog Fibonaccijevog niza izvedenog iz problema u

Liber abaci [8], [23].
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3. MATEMATICKI NIZOVI

Matematicki niz definiran je na sljede¢i nacin. Niz u skupu X predstavlja funkcija
x: N — X iliponekad i x : N, — X. Niz moze biti konacan ako je od n ¢lanova funkcija
x: N, = X. Vrijednost nekog niza x (k) zove se k-ti ¢lan niza i piSe se x ;. Niz mozemo
zapisati kao x4, x5, X3, X4,. . .,X . . . ili na kraéi nacin samo kao (x,) gdje x,
predstavlja n-ti op¢i ¢lan niza.

Zadanom nizu moze se pravilom izracunati sljede¢i ¢lan niza, poznavajuci prethodni
broj u nizu i poznavajuéi pocetak niza, za primjer se Koristi Fibonaccijev niz (E,).
Fibonnaccijev niz zadan je sa F, = 0, F; = 1, a svaki njegov sljede¢i ¢lan zbroj je dva

prethodna ¢lana. To se primjecuje na sljede¢im primjerima:

F2:F0+F1:O+1:1

F3:F1+F2:1+1:2

F4:F2+F3:1+2:3

Iz navedenih primjera izvedena je formula za izracun n-tog ¢lana u Fibonaccijevom

nizu a ona glasi:

Foy2 = Fpyr +Fisn 20 )

Osim navedenih nizova vaZnu ulogu u matematici imaju aritmeticki 1 geometrijski
nizovi, to su dva vrlo korisna niza realnih ili kompleksnih brojeva koji imaju razlicita

osnovna svojstva i podrucja primjene [1], [5].

3.1. ARITMETICKI NIZ

Aritmeticki niz ili progresija niz je realnih ili kompleksnih brojeva kod kojeg se svaki
¢lan pocevsi od drugog jednak prethodnom ¢lanu uve¢anom za konstantu d koja se naziva

diferencija aritmetickog niza. Tako se moze zakljuciti vrijednost d iz sljedec¢ih primjera:
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F,=1{1,2,3,4,56, ..}=>d=1
F,=1{1,3,57,911,. ..}=>d=2

F,=1{1,4,7,10,13,16,. . .} =>d = 3

} -
012345678 910111213 1415 16 17

+3 3 +3 +3 + +3

Slika 7: Aritmeticki niz prikazan na brojevnom pravcu [24]

Diferencija aritmeti¢kog niza dobivena je oduzimanjem n-tog ¢lana niza i njegovog

prethodnika, oznacava se s d i racuna se po formuli:

d=a,+a,4 (@)

Akojea4, a,, as,. . .aritmeticki niz, onda vrijedia, =a;+d,a, =a;+d

iz ¢ega je izvedena formula za racunanje opceg Clana aritmetickog niza:

a,=a,+n—-1d (3)

Aritmeticki niz sadrzi osnovna svojstva od kojih su istaknuta sljedeca:

e Svaki C¢lan aritmetickog niza osim prvog jednak je aritmeti¢koj sredini
susjedna dva ¢lana.

e Akojeaq a,... @n_q, a,aritmeticki niz od n ¢lanova, onda je suma
dva ¢lana Koji su jednako udaljeni od krajeva, jednaka sumi krajnja dva ¢lana.

e Neka je (a ) aritmeticki niz s diferencijom d, a S,, suma prvih n ¢lanova.

Tada vrijedi za sumu aritmeti¢kog niza [5], [24]:
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a{+a 2a 1+ (n—1)d
Sn: 12 nn: 1 (2 )Tl (4)

3.2. GEOMETRIJSKI NIZ

Geometrijski niz je niz realnih ili kompleksnih brojeva ¢iji je svaki ¢lan, poéevsi od
drugog jednak prethodnome ¢lanu pomnozenom sa konstantom g, koja se zove kvocijent
geometrijskog niza. Kvocijent geometrijskog niza oznacava se sa q i racuna po sljedecoj

formuli:

()

Za poznavanje svih ¢lanova geometrijskog niza potrebno je poznavati prvi ¢lan a; i
kvocijent q zadanog niza. Ako je a4, a,, a s, . . geometrijski niz, onda vrijedi sljedece
a,=a,-q,a3=a,-q=a;-q?izcegajeizvedena formula za ratunanje opéeg ¢lana

geometrijskog niza:

an=ay-q"" (6)

i >
01234567 8 910112131415 16

Slika 8: Geometrijski niz prikazan na brojevnom pravcu [26]

Geometrijski niz sadrzi osnovna svojstva od kojih su istaknuta sljedeca:

e Svaki ¢lan geometrijskog niza osim prvog jednak je geometrijskoj sredini
susjedna dva Clana.
e U kona¢nom geometrijskom nizu produkt ¢lanova koji su jednako daleko od

krajeva, jednak je produktu krajnja dva ¢lana

13



e Neka je (a ) geometrijski niz s kvocijentom q, uz uvjet g # 1, a S, suma

prvih n ¢lanova. Tada vrijedi za sumu geometrijskog niza [5], [26]:

(7)

3.3. KONVERGENTAN NIZ

Niz se zove konvergentnim ako posjeduje grani¢nu vrijednost, u suprotnom radi se
o divergentnom nizu. Definicija grani¢ne vrijednosti objasnjena je na sljede¢i nacin. Za broj
x kaze se da je grani¢na vrijednost niza (a ,) ako se u njegovoj okolini (€) nalaze gotovo
svi ¢lanovi niza (a ,,). Niz realnih, racionalnih ili kompleksnih brojeva (a ,,) je konvergentan

s limesom a, §to se zapisuje kao lim a ,, = a, ako za svaki pozitivan broj € > 0 postoji broj
n—-oo

n, € N. Zapisuje se formulom:
nzny=>la,—al < & (8)

Poznato je jo§ daniz (a ,,) tezi prema a, ako niz tezi prema 0, radi se o nul nizu. Niz
(a ;) zove se Cauchyjev ili fundamentalan ako za svako € > 0 postoji n, € N tako da vrijedi
[5], [25]:

mn=2ny=>|la,—a, < €& 9)
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4. FIBONACCIJEV NIZ

Fibonaccijevi brojevi koji ¢ine Fibonaccijev niz primjenjuju se stolje¢ima, njihova
svojstva i primjene sezu kroz podru¢ja matematike pa sve do slikarstva, umjetnosti i
arhitekture. Svoje ime niz je dobio po njegovom autoru, poznatom matematic¢aru srednjeg
vijeka Leonardu Pisanu Fibonacciju, koji je ujedno zasluzan za kasniji razvoj europske

matematike. Fibonaccijevo ime najcesce se veze uz niz prirodnih brojeva:

1,1,2,3,58,13,21,34,55,. . .

Ovaj niz dobiven je iz primjera o razmnoZavanju zeteva. Clanovi niza nazivaju se
Fibonaccijevi brojevi, a n-ti ¢lan niza oznaCava se kao FE,. Navedeni niz primjer je
rekurzivnog niza koji je definiran pravilom da svaki ¢lan u nizu jednak je vrijednosti zbroja

prethodna dva ¢lana niza. Kao $to je dokazano relacijom:

Fpyo =F +F (10)

Navedeni niz prirodnih brojeva u potpunosti je odreden ovom relacijom s pocetnim uvjetima
F, =11 F, = 1. Posebne zasluge pripadaju francuskom matemati¢aru Edouardu Lucasu,
koji je Fibonaccijevim brojevima dodijelio njihovo danasnje ime. Njemu u ¢ast stvoren je

niz Lucasovih brojeva, definiranih relacijom:

Lpyy = Lpyq + Ly (11)

Sa pocetnim vrijednostima L, = 11i L, = 3.

Fibonaccijevi brojevi proucavaju se U mnogobrojnim granama matematike zbog
velikog interesa matematicara u njihova razli¢ita svojstva. Spominju se u teoriji brojeva i
geometriji, takoder se metodama matematicke indukcije i primjenom Binetove formule
dokazuju mnoge formule koje povezuju Fibonaccijeve i Lucasove brojeve razli¢itih indeksa.
Posebna paznja posvecuje se svojstvima djeljivosti Fibonaccijevih brojeva, te njihovo

prirodno pojavljivanje pri rjeSavanjima diofantskih jednadzbi [6], [3].

15



4.1. FIBBONACIJEV NIZ U MATEMATICI

4.1.1. RazmnoZavanje zeCeva

Fibonacci je u svom djelu Liber Abaci postavio sljede¢i zadatak o razmnozavanju
zeCeva. Pretpostavka je da je jedan par novorodenih zeeva doveden na pusti otok 1. sije¢nja.
Taj par novorodenih zeceva stvoriti ¢e potomke svakog prvog dana u mjesecu pocevsi od 1.
ozujka. Svaki ¢e novi par zeCeva stvoriti par potomaka u svakom prvom danu u mjesecu
nakon navr$ena dva mjeseca zivota. Treba odrediti koliko ¢e ZeCeva biti na pustom otoku 1.

sije¢nja sljedece godine [3].

Fibonaccijevi zetevi Mijesec
|_’::: 0
v
(] 1
"‘ T
J | 2
T T
C @ O 3
g ¢ o & @ 4
¥ f"'— T (.l_‘x ¥ T fr‘_ ¥
. \._.-': . L% .-'I . . .-'I . 5

Slika 9: RazmnoZavanje zefeva po mjesecima [13]

Na slici je prikazana shema razmnozavanja zeeva. Na pocetku drugog mjeseca jo$
uvijek postoji samo jedan par zeCeva na pustom otoku, tek na pocetku treeg mjeseca stvara
se novi par zeceva §to ukupno ¢ini dva para. Matematicki se problem rjesava se na sljedeci
na¢in. AKo se oznaci broj parova zeCeva sa (F,) na pocetku n-tog mjeseca. Na pocetku
(n + 1) mjeseca imamo (F,, ) parova, dok na pocetku (n + 2) mjeseca imamo istih (F,, ;1)
pari zeCeva. Samo §to su sada odrasli, ali ujedno se dobiva (F,) novorodenih parova zeceva.

Iz toga proizlazi relacija:

Foy2 = Fpy1 + By (12)
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Sada na bazi te relacije moze se lako izraCunati rjeSenje zadatka:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13
F, 1 1 2 3 5 8 13 | 21 | 34 | 55 | 89 | 144 | 233

Pomocu relacije izraunato je da ¢e godinu dana nakon 1.sijecnja od dolaska prvih zeceva
na pusti otok biti ukupno 233 zeceva, to je rjeSenje Fibonaccijeva zadatka. Svojstvo ove

relacije je da se ona moze ujedno primijeniti i unatrag na nacin da za svaki n > 0 vrijedi:

= (_1)n_1Fn (13)

Iz ¢ega se moze izraCunati sljedece:

F0=F2—F1=0

F_1:F1_FO:1

F—Z - FO _F—l - _1

Iz ovoga je zakljuceno da relacija (13) vrijedi za sve cijele brojeve n [13].

4.1.2. Binetova formula

Binetova formula svoj naziv dobila je po francuskom matematicaru Jacquesu
Philipeu Binetu, ova formula sluzi za raGunanje Fibonaccijevih brojeva unutar niza bez
potrebe za racunanjem c¢lanova niza koji prethode broju (F,) koji se trazi. Ako se zeli
izraCunati trideseti Fibonaccijev broj (F5,) to se moZe uciniti na prethodno opisan nacin
koriStenjem relacije (12), te racunanjem redom brojeva F;, F,, F5, Fy,. . ., Fyg, Fy9, F3¢. TO
znaCi da bi izraCunali broj (F3,) trebali bi izra¢unati dvadeset devet drugih nepotrebnih
brojeva u svrhu dobivanja vrijednosti trazenog broja. Stvara se potreba za pronalaskom
na¢ina na koji se moze izraCunati Fibonaccijev broj (F,) za zadani n broj bez racunanja
brojeva Fy, Fy, F5,. . ., F_1 [3].

U svrhu olaksanja ra¢unanja Fibonaccijevih brojeva koristi se Binetova formula koja

glasi:
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1 [a+vE\t 15\
F"_ﬁ[(z) _(2)] (14)
Ispravnost Binetove formule dokazana je na sljede¢im prirodnim brojevima n:

) 1+\/_ 1-v5\° 1 _
Zan=0:=F, = W[ (T)]_ﬁu—n_o

Zan=1:=>F = W[ “W (1;ﬁ)1]=%(1+ﬁ_ﬂ)=1

2 2

Sada pomocu Binetove formule moze se rijesiti problem racunanja Fibonaccijevog broja

(F30)- To se radi na sljedec¢i nacin:

1+\/_ 30 (ﬂg)w] = 1860498

Zan = 30:= F3q —\/_[

30
Dio Binetove formule a = (%g) ve¢ daje priblizno jednaku vrijednost Fibonaccijevom

30
. " . -5 . o . e e .
broju (F3,), racunanje f = (T) smatra se sasvim suvi$no ve¢ sluzi za zaokruzivanje

broja (F5,) na najblizi cijeli broj [3], [9].

4.1.3. Fibonaccijevi brojevi i geometrija

Pojava Fibonaccijevih brojeva u geometriji moze se prikazati jednim poznatim

geometrijskim paradoksom.

18



1]

n-a

1o
\
]
\
L]

n-a4

p ¥
=
L]
™
]
!
%
——
\
%
L]

I
[
]
i
1
|
1
|
]
I
¥ i - -
I
I
I
i
I
i
I

a  n-a T T-2

Slika 10: Fibonaccijev geometrijski paradoks [14]

Na slici su prikazani pravokutnik dimenzija 13 - 5 i kvadrat dimenzija 8 - 8 te su
razrezani na cetiri dijela, dva trapeza i dva trokuta. Prividno izgleda da su dijelovi jednakih
veli¢ina §to nije moguce posto je povrSina pravokutnika P; = 65, a povrSina kvadrata P, =
64, a logicno je da 65 +# 64.

Brojevi 5, 8 i 13 prepoznati su kao susjedni ¢lanovi Fibonaccijevog niza |

primijec¢eno je da po Cassinijevu identitetu iznosi:

Fpo1 Fpoy —E2=(-1)"=> 13-5-82=65—-64=1

Cassinijev identitet dokazuje da za stvaranje geometrijskog paradoksa mogu se uzeti bilo
koja tri susjedna ¢lana Fibonaccijevog niza (Fy,_1, Fy,, F41)- Zatim se izraduje pravokutnik
dimenzija F,_; - F,4, | kvadrat dimenzija E, - E,. 1z toga proizlazi svojstvo, ukoliko je n
neparan broj, povrsina kvadrata biti ¢e za jedan veéa od povrSine pravokutnika. U slucaju
kada je n paran broj povrsSina pravokutnika biti ¢e za jedan veca od povrsine kvadrata [3].
Za prikazati gubitak jednog kvadrati¢a potrebno je umanjiti broj n. Na slici su
prikazani pravokutnici i kvadrati za vrijednosti n = 4 i n = 5. Iz slike je primije¢eno da
dijagonala koja sijece pravokutnik krije paralelogram kojemu je povrsina P = 1. Postavlja
se pitanje nemogucnosti uocavanja istog paralelograma na prosloj slici. Odgovor lezi u visini

h paralelograma koja se smanjuje s porastom dimenzija pravokutnika po formuli:

1

h=—t (15)

. /F2m2+F2m—22
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Slika 11: Paralelogram unutar pravokutnika s visinom h [16]

Manja visina h ujedno znaci i veée rastezanje paralelograma po dijagonali do granice gdje
nije vidljiv golim okom. Tako za primjer pravokutnika kojemu su dimenzije 34 -13 i

kvadrata dimenzija 21 - 21 visina pripadnog paralelograma iznosi 0.0445 [16].

4.1.4. Fibonaccijev brojevni sustav

U matematici se ve¢ poznaju razni brojevni sustavi medu kojima su najpoznatiji
dekadski i binarni brojevni sustav. U dekadskom brojevnom sustavu brojevi se prikazuju
kao zbroj potencija broja 10 pomnozenih znamenkama od 0 do 9. Na sljede¢em primjeru

prikazano je racunanje vrijednosti broja u dekadskom brojevnom sustavu:

xyZio=x-1024+y-10* +2-10°=x-100+y-10+z- 1

123,0=1-102+2-10'+3-10°=1-100+2-10+3-1 =123

Binarni sustav raspisan je na sli¢an nac¢in samo se umjesto potencije broja 10 Kkoristi zbroj
potencija broja 2 pomnozenih sa znamenkama 0 ili 1. Kao $to je prikazano na sljede¢em

primjeru:

10010011, =1-2"740-2°+0-25+1-2*+0-23+0-22+1-21+1-2°
=1-2741-2*41-2141-2°=128+16+2+1 = 147,

Fibonaccijevi brojevni sustav prikazan je kao zbroj Fibonaccijevih brojeva taj
brojevni sustav poprilicno je slican binarnome sustavu iz razloga Sto se koriste samo

znamenke 0 ili 1. Broj se su Fibonaccijevom brojevnom sustavu moze prikazati na vise
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nacina, u interesu veéine je da taj prikaz bude $to krac¢i. Na primjeru broja 8 uo¢ena su dva

zahtjeva Fibonaccijevih brojeva:

8:F6:F5+F4:F5+F3+F2:F5+F3+F1

Do nejednoznacnosti dolazi iz dva razloga. Prvi je problem $to su brojevi F;, F, = 1. Taj
problem se lako rjesava odlu¢ivanjem Koji broj ¢e biti koristen, odnosno koji broj ¢e biti u
prikazu F; ili F,. Drugi razlog zasto se ne pojavljuje jednoznacnost dolazi iz 0Snovnog

svojstva Fibonaccijevog broja:

Fy=Fy 1+ F

Ovo svojstvo sluzi za duZi prikaz broja Sto nije u interesu vec¢ine zato se nece koristiti osim
ako to nije nuzno ili trazeno. Na sljede¢im primjerima prikazani su brojevi raspisan u

Fibonaccijevom brojevnom sustavu:

42 =34+8= Fy+F,

20=21+8="F3+F,

64:55+8+1:F10+F6+F2

Fibonaccijevi brojevni sustav blizak je binarnoj bazi brojeva iz razloga Sto se koristi
u kriptografiji. Prirodni brojevi prikazani u Fibonaccijevom brojevnom sustavu mogu se na
jednostavan nacin pretvoriti u kodove, takozvane Fibonaccijeve kodove. Ti kodovi koriste
se u programiranju za laku manipulaciju podataka. Na sljede¢im primjerima prikazan je

zapis prirodnih brojeva kao kodova u Fibonaccijeovm brojevnom sustav:

4210:34+8:F9+F6
= 10010000,
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2910:21+8:F8+F6:1'F8+0'F7+1'F6+0'F5+0'F4+0'F3+0'F2
— 1010000,

Kada bi se slozio kompleksniji niz od dva ili viSe Fibonaccijeva koda ne bi se znalo gdje
jedan kod pocinje i gdje zavrSava. U Zeckendorfovom teoremu dokazano je da ne postoje
susjedne jedinice u zapisu prirodnog broja u Fibonaccijevoj brojevnoj bazi. Doslo je do
zakljucka da kako se dodavanjem jedinice moze razlikovati gdje jedan broj pocinje a drugi

zavrSava. Tako da bi zapis dva Fibonaccijeva koda u nizu izgledao ovako [3], [14]:

42,5 = 10010000,

29,0 = 1010000,

421,291 = 10010000 11010000,;,

4.2. FIBONACCIJEV NIZ U PRIRODI

4.2.1. Fibonaccijevi brojevi i biljke

Pojava Fibonaccijevih brojeva u prirodi primijecena je na rasporedu listova koji rastu
oko stabljike kod biljaka. U veéine biljaka listovi su rasporedeni na nacin da gornji listovi
ne prekrivaju donje listove od sunceve svjetlosti. Listovi na stabljici poredani su o obliku
navoja. Zaokret jednog lista do sljede¢eg oko stabljike dio je punog okreta. Ako je odredeno
da biljka ima n listova u m punih okretaja onda je re¢eno da postoji n/m listova u jednom
okretu. Primijeceno je da su u mnogo biljaka brojevi m i n Fibonaccijevi brojevi. Slican
fenomen pojavljuje se i pri rastu grana na stablima. U biljaka koje nemaju cilindri¢ni nego
kruzni oblik Fibonaccijevi brojevi pojavljuju se na druk¢iji nacin. Jedan od najpoznatijih
primjera je glava suncokreta koja ima veliki broj sjemenki. Sjemenke su poredane spiralno
pocevsi iz sredista u smjeru kazaljke na satu ili obrnuto. Primijeceno je da brojevi spirala
koje se kre¢u u jednom ili drugom smjeru imaju vrijednost susjednih Fibonaccijevih brojeva.
Tako za odrasle biljke suncokreta vrijednosti spirala najcesce su 34 u jednome smjeru i 55
spirala u drugom smjeru. Kod manjih suncokreta pronadene su kombinacije spirala 21 i 34
ili 13121 [3], [8].
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Slika 12: Spirale na glavama suncokreta [15]

Razlog pojavljivanja Fibonaccijevih brojeva u prirodi je taj §to su omjeri susjednih

Fibonaccijevih brojeva, predstavljaju najbolje moguée racionalne aproksimacije

. . 1+5 . y T . :
iracionalnog broja a = T\/— Broj @ moze se aproksimirati razlomcima oblika F,, 1 /F,.

Ovaj broj naziva se omjer zlatnog reza koji se pojavljuje ne samo u prirodi ve¢ i u
umjetnosti i arhitekturi. Dobiva se dijeljenjem duzine na dva dijela tako da omjer veceg
dijela prema manjem bude jednak omjeru cijele duzine prema veéem dijelu. AKo je duljina

veéeg dijela a, a duljina manjeg b slijedi sljedece [15], [21]:

a:b=(a+b):a

4.2.2. Zlatnirez

1+/5 ..
— ija

Zlatni rez, u matematici poznat kao zlatni ili bozanski omjer, ¢ini broj a =
je vrijednost priblizno a = 1.618033989. To je omjer dva segmenta linije presjeCene na
dva dijela razli¢ite duljine. Omyjer cijelog segmenta i duljeg segmenta jednak je omjeru
duljeg i kraceg segmenta linije. Zlatni rez kompozicijski je zakon gdje se dijeljenjem duljina
na jednake dijelove (F,) i dijeljenjem tih jednakih duljina u omjeru Fibonaccijevih susjednih
brojeva (F,_,/F,_,) dolazi do broja a. Sto se vise jednakih podjela duljina napravi to je

omjer blizi aproksimaciji a [3].
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Slika 13: Podjela duljine linije u omjeru zlatnog reza [6]

Zlatni omjer inspirirao je najveé¢e matematicke umove da ga stolje¢ima proucavaju.
Anticki matematicari poput Pitagore i Euklida, srednjovjekovni talijanski matematicar
Fibonacci i astronom Kepler jedni su u nizu velikih umova koji su proucavali svojstva
zlatnog omjera i njegovog pojavljivanja u prirodi, umjetnosti i arhitekturi. Moze se re¢i da
je zlatni omjer jedan od najmisterioznijih brojeva u matemati¢koj povijesti. Johannes
Keplerov trokut jedan je primjer primjene zlatnog omjera skupa sa Pitagorinim pouckom,
time je dobiven pravokutni trokut sa stranicama u zlatnom omjeru. Ovaj pravokutni trokut
pojavljuje se pri arhitekturi egipatskih piramida [21].

Egipatske piramide su jedan od poznatijih primjera pojavljivanja zlatnog omjera. U
analizi piramida s bazom koju ¢ini kvadrat primijetile su se pojave zlatnog omjera. Kod
piramide visina a koja lezi na stranici piramide jednaka je umnosku kuta « i pola §irine baze.
Piramida s ovim svojstvom naziva se zlatna piramida. Omjer kojim se opisuje pravokutni

trokut unutar piramide zapisan je na sljedece nacine:

4
b:h:a=1:\/E:a=3:4:5=1:g:1.61899
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Slika 14: Matematic¢ka piramida i pravokutni trokut [17]

Slican tip piramide opisan je u matematiCkom papirusu Rhind kojeg su napisali drevni
Egipéani, rad se temeljio na trokutu sa stranicama 3 : 4 : 5. Neke od najpoznatijih egipatskih
piramida vrlo su sli¢ne ovim matematickim piramidama. Jedna od poznatijih egipatskih
piramida je ona u Gizi poznata kao Keopsova piramida. Promatran je kut nagiba Keopsove
piramide i time je primijeceno svojstvo sli¢no zlatnoj piramidi u matematici. Kut nagiba koji
zatvaraju visina a i pola visine baze piramide iznosi 51° §to je priblizno kutu nagiba zlatne
piramide [14], [17].

Zlatni pravokutnik joS$ je jedna od mnogih stvari koja se proizasla iz teorije zlatnog
reza. Ako se nacrta pravokutnik s dvije suprotne stranice u omjeru zlatnog reza i druge dvije
suprotne stranice kao vrijednost veéeg dijela omjera dobije se zlatni pravokutnik. Oblikovan
je na nacin da se sastoji od kvadrata i manjeg pravokutnika gdje je manji pravokutnik takoder
takozvani zlatni pravokutnik. Ponovnim dijeljenjem manjeg pravokutnika dobije se jo$
manji zlatni pravokutnik kao $to je prikazano na slici. Kontinuiranim umanjivanjem dobije
se spiralni oblik koji je pronaden na mnogim mjestima u prirodi i umjetnosti. Na primjer

spiralni oblici na Skoljkama 1 ku¢icama puzeva te ¢ak i oblici galaksija.

25



21

34 3
@82 1 3

Slika 15: Zlatni pravokutnik i formacija spirale [18]

U umjetnosti se ¢esto spominje pojam bozanske proporcije, istoimenu knjigu napisao
je Luca Pacioli, Divina proportione. U njegovom radu istrazivana je matematika zlatnog reza
I njena primjena za dobivanje oku ugodnih proporcija na umjetnickim radovima pogotovo
slikama. Slika poznatog renesansnog slikara Leonarda da Vincija, Mona Lisa, jedna je od
najpoznatijih slika na svijetu i primjer pojave bozanskog omjera, pretpostavilo se da je

nacrtana u tom omjeru, iako to nikad nije sam Leonardo potvrdio [27].

Slika 16: Mona Lisa i zlatni omjer [27]
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Sli¢no se govori i za njegov rad slika Vitruvijevog ¢ovjeka. Omjer stranice kvadrata
prema polumjeru kruznice na toj poznatoj slici odgovara zlatnom rezu s odstupanjem od
1.7%. Leonardo da Vinci konstruirao je proporcije ljudskog tijela u pravilu zlatnog reza kao
Sto je prikazano na slici. Razdijelio je ljudsko lice u tre¢ine te prikazuje da je u ljudsko tijelo
moguce ucrtati kvadrat 1 kruZnicu. Visina Covjeka jednaka je visini raSirenih ruku, te

postavljanjem ruku i nogu i dijagonalu ¢ovjek postaje srediste kruznice [19].

v.— -"»?‘q'~- — - -

= A x
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o '* U, - -7 v gl ot Gmed e --.-‘- -ﬁ-"'
e i T el — iy ‘-voo:.;---bwj
R T AR
o > a

Slika 17: Vitruvijski ¢ovjek s ucrtanom kruznicom i kvadratom [19]
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4.2.3. Fibonaccijevi brojevi i zlatni rez

Za dokazivanje veze izmedu Fibonaccijevih brojeva i zlatnog reza uzeti su sljedeéi

primjeri i pretpostavka:

Fn+1/Fn

= 2.0000

= 1.50000

= 1.66666

= 1.60000

—_
| B vl o] Wi v NIW|

= 1.62500

87 _ 1.61803
610

1597
987

= 1.618034

Iz tablice je zaklju¢eno da Fibonaccijevi brojevi stvaraju niz brojeva koji konvergiraju do
grani¢ne Vvrijednosti @ = 1.618033989, odnosno omjeru zlatnog reza. Ovo svojstvo otkrio
je Johannes Kepler u 17. stolje¢u, pomoc¢u Binetove formule [13].

Pojavljivanje Fibonaccijevih brojeva moguce je primijetiti bilo gdje ako se radi o
malim brojevima s obzirom da je prvih Sest ¢lanova Fibonaccijevog niza manje od deset.
Unato¢ toj Cinjenici dolazi do pretpostavke da je ljudsko tijelo radeno po proporcijama
zlatnog omjera. Ljudsko tijelo sastoji se od jedne glave, dvije ruke i noge, tri zgloba u jednom
prstu, pet prstiju na svakoj ruci, trideset Cetiri kraljeska 1 slicno. Ovo su sve Fibonaccijevi
brojevi, to je primijetio i francuski arhitekt Charles Edouard Jeanneret. On tvrdi da su
proporcije ljudskog tijela zasnovane na zlathome rezu i Fibonaccijevim brojevima.
Izracunao je visinu tijela pupka i vrhova prstiju s podignutim rukama, te stavljajuci mjerenja
u omjer dolazi do brojke koja je priblizno jednaka vrijednosti zlatnog reza. Smatrao je da bi

lice u proporcijama zlatnog omjera prikazivalo savrsenu ljepotu oblika [14].
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5. ZAKLJUCAK

Razvoj brojevnih sustava uvelike je olakSao snalaZzenje s brojevima pri racunanju.
Razni brojevni sustavi nisu osudeni na jedno podrucje koriStenja ve¢ se mogu upotrijebiti U
raznim podruc¢jima ljudske znanosti. Bio to binarni sustav u programiranju, dekadski u
racunanju ili Fibonaccijev u kodiranju. Fibonaccijevi brojevi, niz i brojevni sustav imaju
vaznu ulogu u umjetnosti, slikarstvu i arhitekturi. Iako postoje znanstveni dokazi za njihovo
pojavljivanje u matematici kroz povijest, lako je zakljuciti da je zbog njihove savrSene
kompozicije moglo do¢i do njihovih slucajnih pojavljivanja u prirodi i arhitekturi pa ¢ak i
umjetnosti. Siroki spektar znanstvenih umova dao je znatne doprinose razvoju
Fibonaccijevih brojeva i njihovoj uporabi. Zlatni omjer je jedan od najpoznatijih primjera
upotrebljavanja brojeva za dobivanje oku ugodne kompozicijske estetike.

U ovom radu glavni zadatak je bio upoznati pojedinca sa Fibonaccijevim brojevima.
Nakon upoznavanja sa osnovama nizova i povijes¢u razvoja matematike, definiran je
Fibonacci i njegovo stvaralaStvo. Na pocetku rada definirana je matematika kao znanost i
mnoga druga imena koja su joj matemati¢ari kroz povijest davali. Zatim su opisana
znacajnija povijesna razdoblja matematike medu kojima su istaknuta sumerska, egipatska i
srednjovjekovna. Svaka od njih ima svoje doprinose koji se i danas koriste. Nakon opisivanja
Fibonaccija i njegovih radova opisuju se vrste nizova i njihova svojstva. Aritmeticki,
geometrijski i konvergentan niz jedni su vaZnijih nizova s kojima se susre€emo u matematici.
Nakon upoznavanja sa osnovnim matematickim nizovima posebna cjelina posvecena je
Fibonaccijevom nizu. Fibonaccijev niz u matematici se pronalazi u mnogim primjerima kao
§to su: razmnoZzavanje zeCeva, razvoj Binetove formule, geometrijski problemi, kodiranje i
sl. Osim u matematici Fibonaccijevi brojevi pojavljuju se i u prirodi. Najpoznatiji primjeri
vezani su za rast listova i grana na stabljikama biljaka te kod spiralne orijentacije
suncokretovih sjemenki.

Zlatni rez je kompozicijski zakon koji se pronalazi u umjetnosti i arhitekturi. lako je
veéina pretpostavki o pojavi bozanskog omjera u umjetnosti i arhitekturi izvedena tek
kasnije kroz povijest, bez potvrde samih autora nikada nece biti dokazano jesu li ti radovi
stvarno imali veze sa zlatnim omjerom ili je pravilo zlatnog reza toliko op¢e primjenjivo da

se na vecini poznatijih umjetnickih djela slucajno pojavljuje.
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