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SAZETAK

Cilj ovog rada je prikazati povijest matematike od njenih pocetaka pa sve do danas, te
analizirati probleme s kojima se ucenici i studenti mogu suocavati. Ipak, iza svakog
matemati¢kog postignuca stoji i osoba koja je uspjela dokazati povezanost matematike sa
prirodom i svakodnevnicom. Postoji vise problema u uéenju i oni su pojasnjeni od njihovog
zaCetka do pokusaja njihovog rjeSavanja. Problemi u ufenju mogu se rijesiti na nekoliko
razli¢itih na¢ina. Poseban naglasak bit ¢e stavljen na razvoj matematike i vjestine potrebne da

se ona $to lakSe svlada.

Kljuéne rije¢i: matematika, povijesni razvoj, obrazovanje, analiza problema

ABSTRACT

Goal of this work is to show the history of math from it's beginning till today and to
analyze the problems that pupils and students may face. Nevertheless, behind every math
achievement there is a person that managed to prove the parallel between math and science and
everyday use. There are multiple problems when studying and those problems are explained
from their beginning until their solution. Problems with studying can be solved in a few
different ways. Special accent will be put on development of math and skill needed to master it

more easily.

Key words: mathematic, historical evolution, education, problem analisys
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1. UvOD

Matematika je nazvana kraljicom znanosti jer je temelj gotovo svih znanosti. Moze se
prona¢i na svakom koraku. Ona je razlog zbog kojeg se CovjeCanstvo i danas razvija.
Matematika opisuje principe fizike, objaSnjava eksperimentalne rezultate i ¢ak predvida nove
fenomene. Temelj je za mnostvo stvari koje se danas uzimaju zdravo za gotovo. Pa ipak,

najdublje tajne Cesto se kriju u stvarima koje se smatraju o¢iglednim.

Kompjutor, kalkulator, razni brojaci,..., uvelike pomazu pri raCunanju zadataka, ali pravi
razlog zasto se ona razvila, ovakva kakva je danas, proizlazi, ne samo iz potrebe vec i iz ljudske
mastovitosti. Matematika pomaze pri logi¢kom razmisljanju i razvoju didaktickih sposobnosti,

razvoju svih zanimanja bez kojih bi zivot danas bio neizmjerno tezi i kompliciraniji.

Upravo zbog toga, ovaj je zavr$ni rad osmis$ljen na sljedeé¢i nac¢in: Nakon ovog uvodnog
dijela slijedi dio u kojem je prikazan razvoj matematike kroz povijest. U istom je dijelu
naglasena njena vaznost u razvoju civilizacija i kultura koje su ostavile najljepse bastine koje
su i danas neobjasnjive te se mnoge od njih smatraju svjetskim ¢udima. Takoder je dana
definicija i podjela matematike kako bi se dalo uvid u problematiku koja zbog iste i slijedi.
Slijedeéi tj. treéi dio govori o matematici u $kolstvu i obrazovanju. Sta se, kako i kad udi iz
ovog zahtjevnog nastavnog predmeta. Kako pomocu uéenja matematike ljudi postaju sve
kreativniji te kako se znanje matematike sve vise primjenjuje u svakodnevnom Zivotu. Cetvrti
dio ovoga rada nagovjestava probleme koji se javljaju pri savladavanju i usvajanju
matematickih znanja, te kako ih je moguce sprijeciti, ali i ,,lijeciti“. Analiziraju se razlozi koji
nastaju prilikom savladavanja nastavnog gradiva iz matematike, te zasto ucenici i studenti mogu
imati problema sa matematikom. Peti dio, zanimljivog i prepoznatljivog naziva ,,Eh, ta
matematika“ pokusava objasniti kako i kada dolazi do problema sa predmetom matematika te
pokusava predloziti metode kako iste savladati. Na kraju slijedi zakljucak koji objedinjuje sve
navedeno sa naglaskom da je matematika predmet koji, kada se uci pravilno i redovito, ne

predstavlja bauk ve¢ zadovoljstvo.



2. OPCENITO O MATEMATICI

Matematika (od grckog mathema - znanost) je egzaktna (to¢na, nedvojbena) znanost koja
proucava istinite definirane apstraktne teorije koriste¢i matematicku logiku. Matematika se
nalazi gdje god se javljaju pitanja vezana za veli¢inu, strukturu, prostor ili promjenu. U pocetku
vezano uz mjerenje zemljiSta i trgovinu, kasnije astronomiju, a danas se javlja na svakom
koraku. Matematika se u¢i u osnovnim i srednjim $kolama kao obavezan predmet. Takoder i
veliki dio fakulteta ima obavezne i izborne matematicke kolegije. Vaznost matematike postaje
jasnija i cjenjenija svakim novim zadatkom Kkoji se postavi pred ljudsko bice, bilo na papiru ili

usmenom predajom, u prirodi ili na poslu; krace re¢eno u svakodnevnom zivotu.
Osnove matematike sadrze izu¢avanje strukture, prostora i promjenu.
Strukture matematike:

1. Teorija brojeva — grana op¢e matematike koja se bavi proucavanjem cijelih brojeva.
Zbog svog iznimno vaznog polozaja u matematici ponekad se naziva kraljicom matematike.

Stariji izraz za teoriju brojeva je aritmeticka teorija.

2. Osnova algebra — disciplina koja uz pomo¢ logike gradi odredene osnove za
matematiku. Suvremena algebra moZe se gledati kao koriStenje ve¢ dugo znanih aritmetickih
operacija (zbrajanje, oduzimanje, mnozenje i dijeljenje) i brojeva, te znakova da budu temelj
suvremenoj matematic¢koj logici. Potpuna algebra po€inje tek u osamnaestom stoljecu. U tom
vremenu Leonhard Euler, Svicarski matematicar, fizicar i astronom, po€inje istrazivati brojeve,
posebno proste. Njegova istrazivanja dovela su do osnova teorije brojeva kakva danas postoji.
Veliki doprinos algebri donio je i francuski matematicar Evariste Galois koji je prvi uveo pojam
grupe. Danas je algebra veoma vazna i koristi se kao osnova za izgradnju ostalih grana

matematike, u informatici, teorijskoj fizici,...

3. Teorija grupa — proucava svojstva grupa u matematici. One su jedne od struktura u

matematici i opisuju pravila koje elementi odredenog skupa zadovoljavaju.
4. Teorija redoslijeda — proucava kada je jedan od objekata manji ili ve¢i od drugoga.
Prostor matematike:

1. Geometrija — bavi se prouc¢avanjem raznih prostora i matematickom formalizacijom tih

istih prostora. Povijesno se moze podijeliti na Cetiri tipa: anticku, srednjovjekovnu, novu i



suvremenu. U antici "Elementi™, djelu koje je napisao Euklid, je od velike vaznosti i posveéeni
su apsolutnoj istini euklidske geometrije (trokuti, kvadrati, hiperbole, parabole, elipse, te
trigonometrija). Jedan od velikana bez koga matematika ne bi bila ista je ujedno i Rene
Descartes, francuski filozof, matematicar, fiziar te utemeljitelj analiticke geometrije.
Analiticka teorija je grana u matematici koja pomocu algebarskih metoda prvenstveno linearne
algebre sluzi za rjeSavanje geometrijskih zadataka. Rene Descartes je ujedno i uveo Kartezijev
koordinatni sustav, bijekciju izmedu skupa tocaka euklidskog prostora. Zahvaljujuci
Kartezijevom koordinatnom sustavu hiperbole, elipse i ostale krivulje su mogle biti opisane
algebarskim jednadzbama pomocu koordinata to¢aka u ravnini. On je ujedno 1 bio od velikog
znacaja u daljnjem razvoju matematike, te omoguc¢io matematic¢arima Newtonu i Leibnizu da
uskoro otkriju diferencijalni i integralni racun. U devetnaestom stoljecu su otkriveni i novi
"neeuklidski" tipovi matematike od toga prvenstveno valja izdvojiti Reimannovu geometriju
koja je dio suvremene diferencijalne geometrije. Reimannovi najvec¢i doprinosi su njegov rad

na teoriji brojeva te u geometriji gdje je generalizirao Gaussov koordinatni sustav.

U suvremenoj geometriji sad ve¢ postoji mnogo geometrijskih teorija kao Sto su
diferencijalna geometrija, algebarska geometrija, geometrija toposa, kona¢na geometrija, a u
najnovije doba pojavljuje se i izvedena geometrija (geometrija koja je "derivirana” u smislu
homoloske algebre). 1z geometrije se razvila jos jedna vazna matematicka grana topologija kod
koje je najbitnija kvaliteta, a ne kvantiteta promatranih objekata geometrijskih tijela (prilikom
gnjecenja, rastezanja). Znacajnu ulogu u smiSljanju novih tipova prostora danas imaju

produktivnost iz moderne fizike, teorije struna, opée teorije relativnosti i kvantne teorije polja.

"now

2. Trigonometrija — dolazi od grckih rijeéi "trigono™ sto znadi trokut te "metro” $to znaci
mjera i to je dio matematike koji proucava odnose izmedu duzina stranica trokuta i kutova

trokuta na povrsini kugle (sferna trigonometrija) ili ravnini (ravninska trigonometrija).

3. Diferencijalna geometrija — izuava geometrijska svojstva prostora na kojima se

primjenjuju metode diferencijalnog racuna.

4. Topologija — proucava svojstva geometrijskih oblika koja ostaju invarijantna kad se ti
oblici izoblicuju gnjeCenjem i rastezanjem. Grane topologije su opc¢a topologija, algebarska
topologija, geometrijska topologija, diferencijalna, te gruba topologija. Prvi vazni teorem u
topologiji je bio Eulerov koji tvrdi da je za svaki konveksni poliedar broj vrhova oduzet od

broja bridova plus broj stranica to¢no dva neovisno o poliedru. Henri Poicanre, ¢ovjek za kojeg



kazu da je osniva¢ moderne topologije, topologiju je nazivao analysis situs, te je njegov

doprinos na podrucju topologije bio ogroman.

5. Fraktalna geometrija — objekti koji daju jednaku razinu detalja neovisno o razlu¢ivosti.
Dakle, fraktale je moguce povecavati beskona¢no mnogo, a da se prilikom toga uvijek vidi neki

novi detalj koji prilikom povecéanja nije bio vidljiv te da koli¢ina detalja uvijek bude jednaka.
Promjene:

Razumijevanje i1 opisivanje promjena mjerljivih varijabli je glavna znacajka prirodnih
znanosti, i diferencijalni (infinitezimalni) racun je razvijen u te svrhe. Centralni koncept kojim
se opisuje promjena varijable je funkcija. Mnogi prirodni problemi su vodili uspostavljanju
veze izmedu vrijednosti 1 koli¢ine izmjene, a pritom razvijene metode izucavaju se u
diferencijalnim jednadzbama. Brojevi koji predstavljaju kontinualne veli¢ine su realni brojevi,
a detaljno izucavanje njihovih svojstava i funkcija je predmet matematicke analize. Zbog
unutra$njih, matematickih, razloga uveden je koncept kompleksnih brojeva, koji je glavni
predmet izucavanja kompleksne analize. Funkcionalna analiza je usredotocena na n-
dimenzionalne prostore funkcija postavljajuéi time neke od primjenjivih osnova i za izucavanje

kvantne mehanike. [14]

2.1. POVIJEST MATEMATIKE

Staro egipatska kultura bila je jedna od najstarijih kultura i civilizacija u povijesti svijeta.
Osim $to je Egipat poznat po mnogim spomenicima, vjeri te bastini poznata je 1 kao jedna od
najstarijih epoha te znanosti. Posebno je vazna jedna grana te znanosti koja se razvila u starom
Egiptu, a to je geometrija §to u doslovnom prijevodu zna¢i mjerenje zemlje. Svima je poznata
izreka "Egipat je dar Nila" jer bez te rijeke ne bi danas postojala Egipatska kultura, no trebalo
je tu kulturu i sacuvati. Stari Egipéani su pomodu geometrije racunali gdje graditi svoja
zemljista i nasjede kako bi ih sacuvali od poplava. Poznavanje i razumijevanje geometrije
pomoglo im je da izgrade veli¢anstvene hramove, kipove i piramide, po kojima je Egipat
zapravo i poznat. O staroj Egipatskoj matematici saznaje se najvise iz dva papirusa Ahmesovog
ili Rindovog i Moskovskog. Rindov papirus je 1852. godine otkrio skotski egiptolog Henri Rind
u Luksoru. Zapravo se radi o svitku duzine 6 metara te Sirine 30 centimetara. Pisao ga je pisar
Ahmes 1650. godine prije nove ere i pretpostavlja se da je nastao tako $to je Ahmes prepisivao
neki jo§ stariji spis. Danas se nalazi u Londonskom muzeju i isti sadrzi 87 matematickih

problema. "To je kompletna studija o svim stvarima, pogled u unutra$njost svega $to postoji”,



stoji na tom papirusu. Ahmesov papir je zbirka tablica i zadataka kojoj je smisao ucenje
matematike. Sadrzi vjezbe iz aritmetike, algebre, geometrije i raznih mjerenja. Moskovski
papirus otkriven je 1983. godine i dug je 6 metara i $irok 8 centimetara. Sadrzi 25 matematickih

problema, ali mnogi od njih nisu &itljivi.

Stari Egipcani su imali razvijen decimalni sustav i svoje oznake za brojeve. Pisalo se
pomocu hijerografskih znakova od gore prema dolje, a nekad i s desne na lijevu stranu, a
ponekad i obrnuto. Egipatski nacin pisanja brojeva nije pozicijski stoga redoslijed kod njih nije
bio problem. Hijeraticki znakovi su uvedeni za zapisivanje po lon¢ariji, papirusu i ono je bilo
brze. Osim navedenih znakova ponekad su i upotrebljavali neke nove znakove. Koristili su
brojevni sistem sa bazom 10, a jedna od glavnih razlika izmedu naSeg brojevnog sustava i
hijeratickog je to Sto hijeraticki brojevi nisu bili pisani u sistemu mjesnih vrijednosti, tako da
su ti brojevi mogli biti pisani u bilo kojem zZeljenom redoslijedu. Hijerati¢ki sistem je adicijski

sistem pa se, na primjer, broj 249 zapisivao kao
2-100+4-10+09.

Egipatski brojevni sustav nije bas bio pogodan za racunanje, ali je trgovina zahtijevala
osnovne matematicke funkcije kao Sto su zbrajanje, oduzimanje, dijeljenje te rad sa

razlomcima.

Danas je tesko i zamisliti sve ono $to su Egipcani uspjeli stvoriti, pa je od velike vaznosti
sacuvati upravo tu veliCanstvenu bastinu. Jo§ u ono doba, Egip¢ani su znali racunati nagib

piramide, obim krnje piramide te obim piramide.

Slika 1. Egipatska piramida [10]



Racunali su povrsinu kutova kao polovicu proizvoda dviju kra¢ih stranica, a mala
odstupanja koja bi se znala dogodit nisu im previse znacila. Znali su izraunati i povrSinu kuta

pomocu duzina njegovih stranica.

/ i

\

\_-:"‘

Slika 2. Racunanje povrsine Egipatskog kuta [10]

Evo 1 na¢ina ma koji se moze dobiti formula slicna egipatskoj za povrSinu kruga;

usporedujuci krug sa kvadratom:

promjer kruga je 9, dakle, opise mu se kvadrat stranice duljine 9;
podijeli se svaka stranica kvadrata na treéine;
formira se osmerokut kao na slici 2;

povrsina dobivenog osmerokuta pribliZzno je jednaka povrsini kruga;

A A

povrSina osmerokuta jednaka je povrSini kvadrata umanjena za dva mala

kvadrata sacinjena od 4 "odrezana" trokuta tj.

P (osmerokut) =9 * 9 —4 (1/2 * 3 * 3) = 63 priblizno 64 = 82.

2.2. MATEMATIKA U ANTICKOJ GRCKOJ

Temelju matematike u antickoj Grckoj zasigurno je uvelike pripomogla matematika u
starijim kulturama 1 civilizacijama kao $to su bili Sumerani, Babilonci, Egip¢ani, koji su kroz
geometriju razvili apstraktan model matematike. U staroj Grckoj filozofi su bili podijeljeni u
nekoliko $kola: Jonjani, njihov osnivac je Tales i za njega se smatra da je dao prve deduktivne

dokaze, te razvio 5 osnovnih teorema o geometriji ravnine. Pitagorejci, osnovao ih je Pitagora,



koji je proucavao ravninsku geometriju, geometriju likova, razmjere i teoriju brojeva. Elejci,
osnovao ih je Zenon iz Eleje, najpoznatiji po svoja Cetiri paradoksa. Sofisti, jo$ jedna §kola koju
je osnovao Pitagora, te su oni bili poznati po tome $to su se bavili obrazovanjem drugih u
Grékim gradovima. Platonisti, sljedbenici Platona, koji poti¢u istrazivanje matematike nalik na

moderno sveuciliste.

U anticko se doba prvi put spominje i dio matematike po imenu trigonometrija Ime je
nastalo od grckih rijeci:. trigonon = trokut + metron = mjera. Osim $to trigonometrija zahtijeva
mjerenje kutova ona se bavi raCunanjem trigonometrijskih funkcija, kao Sto su sinus, kosinus,
tangens i kotangens, te njihovih recipro¢nih vrijednosti. Ista prouc¢ava odnose izmedu pravaca
i kutova trokuta na ravnini ili povrsini kugle. Trigonometriji je oslonac sintetiCka geometrija
koju je razvio gréki matematicar Euklid. Trigonometrija je takoder vrlo vazna i u astronomskoj

navigaciji prilikom ra¢unanja nebeske sfere.

Geometrija je grana matematike koja proucava oblike, njihova svojstva i1 odnose, a u
novije vrijeme ona postaje sve apstraktnija. Osnovni geometrijski pojmovi su toc¢ka, pravac,
ravnina i prostor, a ostali su geometrijski likovi, geometrijska tijela, duzina, kruznica. Poceci
geometrije vezani su uz prakticne potrebe, poput mjerenja povrSine zemljista ili volumena

posuda. Prakticirala se u svim starim kulturama i civilizacijama.

Najpoznatiji matematicari u antickoj grckoj su zasigurno bili Pitagora sa Samosa, Platon
i Euklid iz Aleksandrije, Tales iz Mileta i Arhimed sa Sirakuze poznat po recenici "Ne dirajte

mi krugove".

Tales je bio jedan od sedam mudraca stare antike Bijanta, Pitka, Solona, Mizona,
Kleobula i Hilona. Bio je matematicar, znanstvenik i filozof. Talesu se pripisuje pet teorema

elementarne geometrije. Oni glase:

1. Krug je svakim svojim promjerom podijeljen na dva dijela podjednakih povr$ina.

2. Kutovi uz osnovicu jednakokra¢nog trokuta su jednaki.

3. Kutovi izmedu dva pravca koji se sijeku su jednaki.

4. Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u jednoj stranici i dva kuta uz tu
stranicu.

5. Kut nad promjerom kruznice je pravi.

Pitagora se smatra prvim pravim matematicarom koji je deducirao geometrijske ¢injenice

od osnovnih principa logi¢ki. Brojni teoremi se upravo pripisuju na njegovo ime a jedan od njih



koji je zasigurno i najpoznatiji jest da je zbroj kutova u trokutu jednak 180 te poucak o pravom
trokutu koji glasi da je povrSina kvadrata nad hipotenuzom pravokutnog trokuta jednaka zbroju

povrsina kvadrata nad katetama.

Platon je u svojoj knjizi "Phaedo" razvio teoriju forme koji smatra matematicke objekte
savrSenim formama. Prema Platonu takav savrSen objekt je crta koja ima duljinu bez Sirine.
Trazio je jasne hipotenuze i1 egzaktne definicije, ali nije postigao znacajnije uspjehe u

matematici kao §to je primjerice uspio na podrucju filozofije.

Euklid je napisao djelo "Elementi" i ono se sastoji od trinaest knjiga i u svom djelu
sakupljao je tvrdnje i teoreme svojih prethodnika kao $to su Pitagora, Tales i ostali. Najpoznatiji

Euklidovi teoremi su:

1. Kroz bilo koje dvije tocke mogucée je provuci jedan i samo jedan pravac.

2. Ako tocka B lezi izmedu to¢aka A 1 C onda se sve tri to¢ke nalaze na istom pravcu.

3. Gibanjem tocka prelazi u tocku, pravac u pravac te ravnina u ravninu, ¢uvajuci
svojstva tocke, pravca i ravnine.

4. Svaki po volji veliki odlomak moguce je prekriti bilo kojim drugim odlomkom
stavljaju¢i ga na prvi dovoljan broj puta.

5. Ako pravac sijece dva pravca i €ini s njima s iste strane unutra$nje kutove koji su

zajedno manji od dva pravca, ta se dva pravca sijeku na strani tih kutova.

Arhimed glasi za jednog od najvecih grékih matematiCara te izumitelja zahvaljujuéi
svojim izumima (vijak, poluga, koloturnik). Izra¢unao je volumene i povrSine mnogih tijela.
Dao je priblizne izracune broja m kvadratnog korijena. U djelu "O ravnotezi ravnih likova"
koriste¢i geometriju dao je osnove matematike te je dokazao brojne teoreme koji se odnose na
gravitaciju. U djelu "O spiralama™ dao je izraCune o tangentama kao i o povrSinama djela

krivulja.

Astronomija je bila veliki pokreta¢ pri razvoju trigonometrije. Vecina ranijih napredaka
otkrivena je na podrucju sferne trigonometrije upravo najviSe zbog njene primjene na

astronomiju. Hiparh, Ptolomej i Menelaj su 3 zacetnika grcke trigonometrije.

Za Hiparha se tvrdi da je bio prva osoba koja je mogla odrediti to¢no vrijeme izlaska i
zalaska pomocu zodijackih znakova. Hiparha je primijetio Pap iz Aleksandrije koji je bio ucitelj
u ¢etvrtom stolje¢u pomocu knjige koja govori o izlasku dvanaest znakova zodijaka i tvrdio je

da pomoc¢u numerickih izracuna jednakih lukova polukruga koji po€inju u zvijezdu Raka zalaze



u odredenim vremenskim intervalima i taj vremenski odnos ne mora uvijek biti prikazan. Moze
se zakljuciti da je Hiparh koristio znanja iz sferne trigonometrije za racunanje lukova pomocu

tablica.

Nakon Hiparha dolazi Menelaj o ¢ijem se zivotu ne zna bas mnogo, ali se vjeruje da je
napisao tri knjige pod nazivom "Sphaerica". Te knjige su najraniji pisani oblik sferne
trigonometrije. U prvoj knjizi "Sphaerice"”, Menelaj daje koncept i definiciju sfernog trokuta.
On ga opisuje kao podrucje odredeno lukovima velikih kruznica na povrsini sfere uz tvrdnju da
je svaka stranica trokuta luk manji od polukruznice. Druga knjiga govori o astronomiji, dok

trec¢a govori o trigonometrijskim omjerima.

Posljednji Grk koji je uvelike pridonio razvoju trigonometrije bio je Ptolomej. On je bio
glavni izvor informacija o Hiparhu i Aleksandrijskoj trigonometriji. Djelo "Almagest” kojeg on
potpisuje smatra se vrhuncem gr¢kog znanstvenog rada zbog metoda izracuna i jasnoce.
Koristenje sinusa i kosinusa, te ostalih trigonometrijskih funkcija, javilo se nekoliko stotina
godina poslije Ptolomeja, medutim tablice koje je izratunao Ptolomej, koriste izracune koji su
ekvivalent danasnjim trigonometrijskim podacima kojima se koriste ljudi danas. Ptolomej je

postavio temelje razvoja trigonometrije. [9]

2.3. MATEMATIKA U SREDNJEM VIJEKU

Greki tekstovi su bili uniStavani 1 mnogi gréki matematicari su padali u zaborav, tako se
primjerice Euklida poznavalo samo po odredenim formulacijama koje je naveo Severin Boetije,
ali bez pravih dokaza. On se smatra najvaznijim matematicarom tog razdoblja i utemeljiteljem
skolastike 1 o njegovoj slavi dovoljno govori da se njegova djela smatraju mostom izmedu
antike i srednjeg vijeka. Napisao je odsje¢ak o geometriji, a za pomo¢ mu je posluzilo djelo
"Elementi" koje je potpisao Euklid. Ujedno je i napisao odsjecak o astronomiji na temelju
Ptolomejeva "Almagesta”. Bio je uzor svim matemati¢arima do kraja 12. stoljeca, ali ne moze

se reci da je postigao sve §to je mogao.

Kako je tada sve vise na svijet i na filozofe imao utjecaj krS¢anstva, trebalo bi spomenuti
Joannesa Filoponosa, matematicara i filozofa koji je Zivio u Aleksandriji 1 smatra se da je
postavio temelje analize, kritiCkog razmisljanja te i same moderne znanosti. Filiponos je
kritizirao odredene Aristotelove tvrdnje i vjerovanja, a kao najbolji primjer moZe posluziti
vjecnost svemira, gdje Filoponos preispituje tezu o brzini padanja nebeskih tijela koja ne moraju

padati istom brzinom.



Tada se govori o razdoblju arapskih osvajanja i treba se spomenuti i Bizant koji je bio
posteden, te je u Bizantu bila posveéena posebna paznja na spoju starih grckih znanja i

kr§¢anske religije.

U to vrijeme su u Italiji Zivjeli Capella i Boetije, dva velika Talijanska matemati¢ara i
filozofa koji su stvorili novi sustav ucenja koji je bio prvo baziran na platonizmu, a zatim na
neoplatonizmu tako da se aritmetika, geometrija, astronomija i glazba spoje u kvadrivij, zaseban
sustav, koji je postao osnova Skolskog sustava. Na spomen kvadrivija, spominje se i triviji,
zbirni naziv za retoriku, dijalektiku 1 gramatiku koji su ¢inili dio nastavnog programa u Skolama
srednjeg vijeka. Trivij je bio prvi stupanj svake nastave, a kvadrivij drugi stupanj. Zajedno se
nazivaju Sedam slobodnih umijeca i taj naziv je koristio Capella pri pisanju enciklopedijskih

dijela.

Alcuin iz Yorka (735. — 804.) sljedeci je uc¢enjak ovog doba i takoder je studirao u Italiji.
Njega je pozvao Karlo Veliki kojem je bio cilj obrazovati pucanstvo. Pisao je o aritmetici,
astronomiji, geometriji, a njegovi matematic¢ki problemi utjecali su na matematicare u iducih
1000. godina i nalaze se u djelu "Problemi za izostravanje uma" (""Propositions ad acuendos
juvenes™) i ti problemi su najranija kolekcija §to matematickih $to logic¢kih problema, odnosno
zadataka. Mnoge zagonetke su poznate i danas i svakako jedna od najpoznatijih je pod nazivom

"Covjek, vuk, koza i kupus".

Jedan ¢ovjek, noseci vre¢u s kupusom, dolazi do obale rijeke zajedno sa vukom i kozom.
Camac je prilicno mali, tako da ¢ovjek moze prevesti ili samo vuka ili kozu ili vreéu sa
kupusom. Naravno, on ne smije ostaviti na bilo kojoj obali kozu i kupus, a takoder ni vuka i
kozu zajedno. Kako ¢e ¢ovjek, sa sto manje prijelaza preko rijeke, prebaciti vuka, kozu i kupus

na suprotnu stranu?
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Slika 3. Covjek, vuk, koza, kupus [5]

Ovaj problem moze se rijesiti na dva na¢ina

1. MG-M-MC-MG-MV-M-MG
2. MG-M-MV-MG-MC-M-MG
3. (M-Covjek, V-vuk, G-koza, C-kupus)

No, nedavna istrazivanja su dovela pod sumnju njegovu povezanost sa tom zbirkom zbog
rukopisa koji je pronaden, a on datira iz prve polovice 11. stolje¢a i smatra se da je napisana ili
barem inspirirana od redovnika Ademara iz Aymara koji je roden 988. godine. 1z Alcuinovih
pisama se zna da je on napisao zbirku problema, ali ne postoji nikakav dokaz da je to upravo ta
zbirka.

Prilikom Arapskih osvajanja, Arapi su zauzimali mnoga Europska znanstvena sredista i
Skole koje su bile poznat po tradicionalnoj zapadnoeuropskoj znanosti. U njima su se
proucavala Platonova ucenja i bio je Skolski sustav na temelju kvadririja 1 trivija. Rad ve¢
spomenutog Boetija u tim Skolama je bio veoma vazan za ucenje matematike. Dodir izmedu
ovih dviju kultura ponajviSe su pogurali i Krizarski ratovi, naime poznato je da njima nije bila
namjera nikakva znanstvena i kulturna osvajanja, ali Krizari su posluzili kao posrednici koji su
kasnije svoje price prepricavali i krali djela koja su napisala arapski matematicari i filozofi, a
ta djela su poslije prevodili europski filozofi i znanstvenici. Tu bi valjalo spomenuti Adelarda
iz Batha koji je u prvoj polovici 12. stolje¢a preveo arapske tablice i Euklidovo djelo
"Elementi™. Treba spomenuti i Hermana iz Dalmacije koji je Ptolomejevo djelo "Planishaerum®
preveo sa arapskog jezika. To je vrijeme kada su se prevodila djela Ptolomeja, Euklida,
Aristotela i drugih, ali su se i arapska djela prevodila na latinski i to je uveliko pripomoglo
razvoju matematike.
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Jedan od prvih koji je dosao u kontakt sa arapskom kulturom i znano8¢u bio je Gerbert iz
Aurillaca, francuski redovnik. Stekao je znanje o arapskoj kulturi i pisao je o geometriji,
aritmetici i drugim aritmeti¢kim predmetima i pomocu svog znanja napisao rad "Pravilo o

racunanju na abaku" ("Regulae de numerorum abaci rationibus").

Jedan od najveéih zidovskih uc¢enjaka bio je Abraham ben Meir ibn Ezra roden u Toledu.
Pisao je o teoriji brojeva, kalendaru, astrolabu, astronomiji te magi¢nim kalendarima. Napisao
je nekoliko radova o brojevima, ali je vazno samo istaknuti "Sefer ha-Mispar”. Temelj joj je

indijska aritmetika, no koristi zidovska slova za brojeve.

Talijanskog uc¢enjaka Gerarda da Cremonu (1114. — 1187.) takoder treba spomenuti, on
je posvetio svoj zivot prevodenju starih antickih zapisa. Zanimala su ga medicina, astronomija
I matematika. Zbog ovako velikog posredovanja arapskog jezika, u matematici i u astronomiji,

mnogi strucni termini su zapravo izvorno arapski.

Najznacajniji engleski ucenjak je zasigurno bio Roger Bacon (1214. — 1294.) poznat kao
covjek od prorocke vizije. Bio je vrlo dobro upoznat sa grékim matemati¢arima i filozofima, te
sa arapskim piscima. Bio je ¢esto na udaru kritika zato $to nije htio obrazovati pucanstvo, §to

se tice matematike i djelovanja na tom podrucju je neznatan.

Jordanusa de Nemora (1225. — 1260.), njemacki je matematicar koji je studirao u Parizu
i bio pod utjecajem arapske matematike. Napisao je nekoliko djela medu kojima su: "Aritmetica
decem libris demonstrata”, te "Algorismus demonstratus", "Tractutus de sphaera™, rad o
matematickoj astronomiji , rad o geometriji, " De triangulis™ i jednu od vaznijih djela srednjeg
vijeka "O danim brojevima" ( "Tractatus de numeris datis™ ). Trebalo bi posebno istaknuti ovo
posljednje djelo i djelo "Arithmetica”, koja je zbirka aritmetickih pravila. O danim brojevima™
je posebno vazno djelo zato §to se u njemu pojavljuju opca slova umjesto znamenki brojeva.
To je vec bilo pronadeno u prethodnim djelima, ali Jordanus je koristio slova koja se koriste i
danas. Drugo Jordanusovo djelo, "Arithmetica”, u kojem govori o aritmetici inspirirano je
autorima tog doba, ali 1 arapskim autorima. Iz svih navedenih primjera moze se zakljuciti da je
arapska matematika uvelike pomogla pri razvoju matematike opcenito. Djelo se takoder sastoji
od izracunavanja povrsine trokuta kao umnozak poluosnovice i visine, te se racuna i obujam

kugle, obujam drugih tijela i povrSina kruga.

Medu posljednjim istaknutijim matematicarima srednjeg vijeka nalazi se Luca Pacioli
(1445. — 1517.) poznat i kao Luca di Borgo, po svom rodnom mjestu. U mladoj dobi odlazi u

Veneciju i nakon nekog vremena je napisao algebru koja nikad nije objavljena. Pacioli je poznat
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po svom radu "Sve o aritmetici” ("Summa de aritmethica™), u njoj je uzeo ne samo svoje
neobjavljena djela ve¢ i opée matematicko znanje tog doba, znacajna kompilacija, ali bez imalo
originalnosti. Bio je vrlo naditan i koristio je materijale Ptolomeja, Euklida, Jordanusa,

Fibonnacija.

Posljednji matematicar vrijedan spomena u srednjem vijeku je Nicolas Chuquet, jedan od
najpametnijih Francuza tog razdoblja. Napisao je djelo u kojem je radio sa racionalnim

brojevima, iracionalnim, te s teorijom jednadzbi.

Putovanja iz europskih drzava u arapske nisu bila motivirana matematikom ved
trgovinom, a taj odnos izmedu trgovine i matematike dao je mozda i najveceg i
najproduktivnijeg matematicara srednjeg vijeka, sina carinskog sluzbenika koji je mladog
Leonarda vodio na svoja putovanja gdje je i Leonardo prvi put dosao u doticaj sa arapskom
matematikom, te odlucio to znanje prenijeti na europske drzave. Znanja koja je prikupio sa svih
tih putovanja pripomogla su mu u pisanju knjiga i znanstvenih radova. No, njegov najvazniji
doprinos europskoj matematici i njenom razvoju bio je Sirenje Hindu - arapskog brojevnog
sustava po cijeloj Europi, a taj sustav izbacio je ve¢ tada zastarjeli rimski brojevni sustav i
otvorio nove moguénosti matematiCarima prilikom rjeSavanja matematickih zadataka i
problema. On u svojim djelima nulu koristi kao broj, a razlomke smanjuje na najmaniji
zajednicki nazivnik, objasnjava proporciju brojeva i njenu primjenu. Uz to, Fibonacci otkriva
niz koji postaje prvi rekurzivni niz brojeva poznat u Europi. On je tvrdio da se, nakon svake
mjesecne generacije, broj parova kuni¢a povecava od 1 do 2, od 2 do 3, od 3 do 5, od 5 do 8,
itd., te je prepoznao da niz napreduje dodavanjem prethodna dva broja, odnosno taj niz se moze

u teoriji produziti do beskonacnosti. Ovaj teorem postaje poznat kao Fibonaccijev niz brojeva.

Kraj r;\jeseca: {f_ §2 {_‘E}L} Broj pe;rova:
4l

= h!
: 1 i__),é' 1
I \j\L
3 & r.'__:i_é; £
; SR AT

Slika 4. Fibonaccijev niz [5]
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Pojava tiskarskog stroja uvelike je pripomogla razvoju matematike. Sve vise knjiga se
tiskalo kako bi se puk §to viSe obrazovao, a jedan od kljuénih predmeta je zasigurno bila i

matematika.

Matematika i astronomija su bile vrlo usko povezane, stoga su prilikom astronomskih
prezentacija, astronomski tekstovi bili poprac¢eni matematickim izlaganjima. Ti tekstovi sluze
za upoznavanje i bolje razumijevanje indijske matematike zbog toga $to se u njima tumace
matematiCka pravila. Najpoznatiji matematicki zapis koji dolazi iz Indije je BaksSali rukopis,
nazvan po mjestu pronalaska i ne zna se to¢no otkada datira, ali se pretpostavlja 4. stolje¢e. Dok
su Grci bili zaintrigirani geometrijskom matematikom, Indijci su se viSe zanimali za aritmetiku
i raCunsku matematiku. Indijsko ime za matematiku, "ganita"”, znaci znanost o racunanju.
Upravo zbog toga Indijci nisu imali problema sa zakrivljenim i ravnim povr§inama kao $to su
Grci imali. Indijci su sa svim likovima postupali jednako i mjerili su i jedno i drugo brojevima.
Radili su s razlomcima, negativnim brojevima i bili su upoznati sa nulom iako nisu voljeli nju
koristiti. [4]

2.4. VRHUNAC MATEMATIKE U 17.STOLJECU

Rene Descartes ili "otac moderne filozofije", osim §to je danas jedan od najpoznatijih
filozofa u povijesti, uvelike je pridonio razvoju matematike 1 mnogi ga smatraju zacetnikom

moderne matematike 1 analiticke geometrije.

1637. godine objavljuje knjigu, koja podsje¢a na nesto §to je izgledalo kao danasnji
udzbenik, pod nazivom "Govor o metodi" (franc. "Discours de la Methode"), a jedan od
njegovih priloga "Geometrij" je ostavila neizbrisivi trag u matematici. Koristi mala slova a, b,

C za poznate veli€ine, te X, Yy, Z za nepoznate veliCine.

Prvi je predloZio da se svaka tocka s dvije dimenzije moze opisati s dva broja na ravnini,
jedna tocka ¢e dati horizontalni polozaj, a druga tocka ¢e dati vertikalni polozaj. Ti poloZaji su
poznati kao Kartezijeve koordinate. Podijelio je povrsinu na Cetiri dijela i to mu je omogucéilo

da prikaZe pozitivne 1 negativne vrijednosti.

Uz to je sveo geometrijske probleme na algebarske i postao osnivatelj analiticke
geometrije. Medu prvima je uocio da vrijedi osnovni teorem algebre. U dijelima je koristio
terminologiju koja je vrlo slicna danasnjoj. Znao je Eulerovu formulu, koja ustanovljava da je

svaki realni broj x, te algebarska krivulja treeg stupnja nosi naziv Descartesov list.
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Slika 5. Kartezijev koordinatni sustav [5]
x3+y3 +axy =0

Blaise Pascal je jos jedan istaknuti filozof, matematicar i fizi¢ar ovog vremena, Francuz
po kojem je nazvana mjerna jedinica za tlak. Zasnovao je teoriju vjerojatnosti, promatrajuci
igre na srecu, a prije Gottfrieda Leibniza izveo prvo parcijalno integriranje. Njegova
matematicka genijalnost dosla je do izrazaja ve¢ u njegovoj 16. godini zivota, kada je postavio
svoj teorem, nazvan Pascalov teorem. Uz to konstruirao je 1 stroj za zbrajanje, te otkrio opce
pravilo djeljivosti svih cijelih brojeva. Njegov stroj (Pascalina), mogla je obavljati 4 racunske

operacije, a mogla je raditi s brojevima do 9 999 999.

Kao fizicar Blaise Pascal je promatrao djelovanja tlaka plina i tekuéina, te otkrio da tlak

zraka ovisi 0 temperaturi i vlazi i time je postavio temelje meteorologije.

Njegovo najvece dostignuce na podrucju matematike je Pascalov trokut, tabli¢ni prikaz
binomnih koeficijenata, gdje je svaki broj, zbroj dvaju brojeva koji su neposredno iznad njega.
Binomi imaju samo dva pravila, stoga su jednostavna vrsta algebarskih izraza, a koriste
operacije zbrajanja, oduzimanja, mnoZenja i eksponent cijelih brojeva koji glase (x + y)2. Ti

koeficijenti nastaju kada se binomi proSire u simetri¢ni trokut.

Pascal je otkrio mnoge korisne i zanimljive varijante izmedu redaka, dijagonala i stupaca
U nizu brojeva. Npr., gledaju¢i samo dijagonale, nakon vanjske crte od broja 1, slijedeci
dijagonale (1, 2, 3, 4, 5, ...) su prirodni brojevi u redu. Slijedec¢i dijagonalno (1, 3, 6, 10, 15, ...)

su triangularni brojevi u nizu. Slijede¢i (1, 4, 10, 20, 35, ...) su piramidalni trokutasti brojevi
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itd. Takoder moguce je pronaci Fibonnacijeve brojeve, proste brojeve i mnoge druge nizove

unutar Pascalovog trokuta. Problem u teoriji vjerojatnosti je rijeSio ovaj trokut.

1

Slika 6. Fibonaccijev niz u Pascalovom trokutu [5]

Isaac Newton bio je Engleski fiziar, matemati¢ar i astronom, te zasigurno jedan od
najznacajnijih znanstvenika u povijesti. Newton se smatra jednim od najutjecajnijih i
najoriginalnijih teoretiCara u povijesti znanosti. Pored otkri¢a beskonacnosti i nove teorije
prirode svjetlosti i boja, postavio je tri zakona kretanja, te i zakon o gravitaciji kojim je temeljito

promijenio strukturu fizike. Osniva¢ je dinamike 1 prvi je uveo pojam sile.

Jedan od pocetnih problema s kojima se Newton suocavao bio je kako jednostavno
izraCunati prosjecan nagib krivulje, npr. povecanje brzine nekog objekta na grafu vremena te
prijedenog puta. NO, nagib krivulje stalno varira i nije bilo metoda koje daju tocan koeficijent
smjera za bilo koju tocku koja se nalazi na krivulji, odnosno tangentu na koeficijent smjera u
toj tocci.

Pomoc¢u manjih segmenata krivulje moze se priblizno odrediti nagib na odredenoj tocki.
Kako se segment krivulje koja se gleda priblizava nuli tako 1 izracun krivulje dolazi sve blize

tocnom mjestu na krivulji.

Uz pomo¢ tih saznanja Newton je samostalno izraGunao derivaciju funkcije f'(x) koja
daje koeficijent smjera u bilo kojem trenutku funkcije f(x). Ovaj proces izraGunavanja
koeficijenata smjera, derivacija krivulje ili funkcije naziva se diferencijacija ili diferencijalni
racun. U Newtonovoj terminologiji, naziva se metoda fluxions —trenutna promjena na nekoj
tocci na krivulji fluxion, a promjenu vrijednosti x i y fluents. Npr. derivacija ravne linije tipa
f(x) = 4x je 4; derivacija kvadratne funkcije f(x) = x? je 2x; derivacija kubne funkcije
f(x) = x3je3x2.
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Suprotno od procesa deriviranja je postupak integriranja, a u Newtonovoj terminologiji
metoda fluents. Ove dvije metode ¢ine glavne operacije za izracun tocaka na krivulji. Integracija
se temelji na postupku izracunavanja podrucja koje se nalazi ispod krivulje, razbijajuci ga u

beskonacno tanke vertikalne stupce.

Newtonovi temeljni teoremi tvrde da su deriviranje i integriranje dvije inverzne funkcije,
stoga, ako je funkcija prvi put integrirana, pa zatim derivirana, ili obratno, dobit ¢e se izvorna

funkcija.

Njemacki matematicar, astronom i astrolog, Johannes Kepler, ustanovio je da se planeti
gibaju po elipsama, te samim time srusio teorije i vjerovanja da se planeti oko Sunca gibaju po
kruznicama, kasnije nazvan Prvi Keplerov zakon. Kepleru je bio problem Mars za kojeg je
vjerovao da problem u vezi njega moze rijesiti u osam dana, ipak trebalo mu je osam godina.
Astronomima nije bilo jasno zasto se Mars kre¢e unatrag po nebeskoj sferi. Cak ni Kopernik

nije mogao objasniti ta retrogradna gibanja bez prisustva modela Suncevog sustava.

Koristenjem detaljnih zapisa koje je napisao Brah, Kepler je shvatio da se planeti krecu u
ispruzenim krugovima poznatim kao elipsama. Sunce se ne nalazi to¢no u sredini tih orbita veé¢
se nalazi malo sa strane, na jednoj od dvije to¢ke, odnosno u fokusu. Neki planeti poput Zemlje,
imaju orbitu koja je vrlo blizu kruga, ali primjerice orbita Marsa jedna je od najvaznijih i najSirih

elipsa. Prvi Keplerov zakon je upravo zato poznat jer govori o kretanju planeta po tim elipti¢nim

Stazama.
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Slika 7. Prvi Keplerov zakon [9]

Keplera je mucio i problem brzine planeta i shvatio je $to je planet blize Suncu on ¢e se
brze gibati, dok ¢e se planeti koji su udaljeniji od Sunca kretati sporije. Nakon §to je shvatio da
se planete krecu po elipsama, utvrdio je da se moze povuci nevidljiva linija koja spaja Sunce i
planet te da prekriva jednaku povrSinu s obzirom na isto vrijeme. Drugi Keplerov zakon glasi

da planet u blizini perihela (blize Suncu) prevali veci put nego u blizini afela (dalje Suncu).
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Slika 8. Drugi Keplerov zakon [9]

Trec¢i Keplerov zakon tvrdi da je odnos izmedu vremena dva planeta koje im je potrebno
da okruZe Sunce povezan sa njihovom udaljenosti od Sunca. Stoga, kvadrat omjera razdoblja
dvaju planeta jednak je kubu omjera njihovih radijusa. Prva dva zakona viSe se bave
specifi¢nosti kretanja jednog planeta, dok treci vise glasi kao nekakva usporedba izmedu orbita

dvaju planeta.

)]

Slika 9. Treéi Keplerov zakon [9]
2.5. SUVREMENA MATEMATIKA

2.5.1. Matematika i sport

Matematika i sport su dva vrlo usko povezana podrucja koja zaokupljaju mnoge sportase,
te matematicare. Upotreba matematike u sportu prisutna je od njenih najranijih pocetaka i
najosnovnijih razina. Kako bi drugacije odredili pobjednika neke utakmice ako se ne prati njen
rezultat pomocu brojeva tj. matematike? Takoder, vrlo je teSko odrediti pobjednika u
sportovima kao Sto su bacanje kladiva, atletika, bacanje koplja, stoga se koriste mjerni
instrumenti koji opet koriste matematicke operacije pri preciznom rjesavanju takve sportske

problematike. Pracenje rezultata moze biti lakSe, odnosno teze, ovisno 0 kojem se sportu radi,
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ali je uvijek nezaobilazna matematika. No, osim osnovne potrebe za pronalazenjem pobjednika,
matematika je s vremenom otkrivala sve vise detalja vezanih za pojedinca, sportski tim, sudca,
itd. Primjerice, tijekom i nakon utakmice, reziser prikazuje mnogo statistickih podataka kao §to
su broj udaraca na gol, broj prekrSaja, broj kartona, broj kornera, postotak posjeda lopte. U
zadnjih nekoliko godina moguce je i izraunati koliko je odredeni igra¢ pretréao kilometara
tijekom utakmice. Sportski treneri prije svake utakmice koriste statisticke podatke kako bi
spremili svoje igrace i kako bi bolje upoznali slabosti, odnosno vrline svojih protivnika. Mnogi
sportski gledatelji se jako puno oslanjaju na upravo ono $to je reeno i prikazano statisti¢kim
podacima. Statistika ¢esto moze sakriti nesto, ali ujedno i pomaze pri otkrivanju najboljih i
najutjecajnijih sportasa. Inace, daleko najstrastveniji narod Sto se tiCe analiziranja statistickih

podataka u korist sporta su Sjedinjene Ameri¢ke Drzave.

2.5.2. Matematika u ekonomiji

Proteklo je dosta vremena od prihvacanja matematickih metoda u ekonomiji. Primjena
matematike bila je rezervirana za prirodne znanosti, ali se, eto, nasla i u drustvenim - ekonomiji.
U svrhu sinergije prirodnih i drustvenih znanosti trebalo je izgraditi dobre metodic¢ke postupke,
a uzor su im bile prirodne znanosti. Primjena je pocela pojavom regresijske i korelacijske

analize.

Regresijska analiza odigrala je poprili¢no veliku ulogu u razvoju matematickih metoda
pomocu kojih su odredene mnoge ekonomske zakonitosti. Istrazivaci su dobili poticaj, nije se
vise sumnjalo u moguc¢nost primjene, iako je preciznost manja u ekonomiji nego $to je to slucaj
u prirodnim znanostima. S obzirom da su matemati¢ke operacije sastavni dio svakog
ekonomskog procesa, nije lako to¢no odrediti matematicku primjenu u ekonomiji. Smatra se da
je francuski znanstvenik Kurura (Cournat) prvi zapo¢eo matematicka istrazivanja. U svojim
radovima je postavio osnove tzv. ekonometrijskoj znanosti. Kururoove formulacije ekonomskih
zakonitosti, te ispitivanje odnosa izmedu ponude i1 potraZznje zasnovani na matematickim
principima, imali su velik utjecaj na razvoj ekonomije. Poslije toga dolazi do intenzivnijeg

razvoja ekonomsko - matematic¢ke misli.

Sagledavaju se problemi i matemati¢ke formulacije. Nedostajala je konkretna analiza
problema, nije se davala pozornost stvarnim empirijskim vrijednostima na temelju kojih bi se
odredile relacije, ve¢ se davala konkretnim sluc¢ajevima. U njima naglasak je bio stavljen na
op¢a promatranja koja su Cesto imala zadacu opisivanja. Pokrenuto je dosta pitanja i uoceno

jako puno problema, koji su kasnije uz odgovaraju¢e dopune rijeseni i prihvaceni u ekonomskoj
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analizi kao $to su: matematicka formulacija uvjeta ravnoteze za veci broj proizvoda, analiza
troskova proizvodnje, funkcijski oblik ponude i potraznje, ispitivanje ekstremnih vrijednosti.

Razmatraju se problemi trzista i odnosi cijena.

Svaki problem strukturne prirode u kojem se postavlja zahtjev da se izmedu veceg broja
mogucih rjeSenja odabere ono koje najbolje odgovara pripada matematicko - statistickim

problemima.

2.5.3. Matematika u medicini

Tijekom posljednjih 20 godina matematika se pokazala kao vazna metoda u stjecanju
novih saznanja na podrucju biologije i medicine. Vrlo malen broj lije¢nika ¢e reci da je
matematika osnova novih dostignuca i rezultata u medicinskim znanostima, no ¢injenica je da
je danas znacajan napredak medicinskih znanosti omogucen upravo zahvaljujuéi statistikom,
matemati¢kom disciplinom. Povijesno gledajuéi, kada su prvi medicinski znanstvenici poceli
sa koriStenjem matematickih principa i pravila u obliku teorije vjerojatnosti mnogi su na to
odgovarali odbijanjem i otporom. Tada nije bilo moguce niti zamisliti da ¢e se krvne grupe
ispitanika promatrati kako bi se pokazala moguénost razvijanja neke bolesti. Bilo je potrebno
gotovo 200 godina kako bi se sve ove nesuglasice rijeSile 1 kako bi se matematika pocela

koristiti u medicini.

Danas se matematika koristi u medicini svakodnevno. Primjerice, kada ljekar pripisuje
recept za lijek ve¢ koristi matematiku jer recept sadrzi nacin primjene lijeka tj. kolika doza ¢e
se uzimati i u kojim vremenskim razmacima. Kada imaju hitni slu¢aj doktori ¢e morati na brzinu

izracunati koliko nekoga lijeka trebaju dati bolesniku ili unesre¢enom kako bi mu spasili Zivot.

Korisno je da svatko tko se misli baviti medicinom i medicinskim znanostima u

buducénosti, bude vrlo dobro upoznat sa matematikom i njenim primjenama. [6]

2.5.4. Matematika kao kraljica znanosti

Brojevi se mogu pronaéi u svemu §to ljude okruzuje, u svemiru, prirodi, ljudima, te
znanstvenim radovima. Svaki oblik nekog tijela ili proces koji se odvija u prirodi definiran je
brojevima. Sve ono §to se dogada u prirodi 1 njen razvoj ne dogada se slucajno. One su u skladu
s matematiCkim zakonitostima ljepote i harmonije. Sva znacajna djela koja je covjek napravio
u povijesti, hramovi, Stonehenge, mnogobrojna remek djela s podruc¢ja rac¢unalne grafike,

glazba, knjiZevnost i arhitektura u sebi imaju tajnu brojeva. Postoje razlicita gledista u vezi
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brojeva. Suvremena znanost se bavi propitivanjem je li matematika otkrice ili bi ona postojala

neovisno o ljudskom rodu. Tradicija kroz mitove nalaze da su Bogovi dali ljudima brojeve.

Danas je najrasprostranjenija primijenjena matematika. Broj je apstrakcija koja se koristi
kako bi se opisao neki objekt. Medutim matematicari i fizicari vidjeli su brojeve na posve
drugaciji nacin. Razmisljali su da je broj nesto puno Sire, a sposobnost broja da moze vrednovati
bila je samo jedna od njegovih funkcija. Njegova mogucénost numeriranja stvari predstavlja
samo vanjski aspekt. No, postoji i drugi, unutarnji, dakle funkcionalni aspekt, to jest moguénost
broja da se poveze ili sintetizira i taj se aspekt shvac¢a kao modul, ideja, zakon. Matematika kao

znanost ipak je bila shvacena kao nesto puno vise od mjerenja stvari i koli¢ine necega.

Matematika je nazvana kraljicom svih znanosti i jezikom koje govore sve znanosti. Ona
pojasnjava kako funkcionira fizika, objasnjava eksperimentalne rezultate koje dobivaju
znanstvenici, pa ¢ak predvida nove fenomene i ona je temelj za jako puno stvari koje se uzimaju

danas. Najdublje tajne se kriju ¢esto u stvarima koje se smatraju o¢iglednim.

2.5.5. Statistika

Danas se matematika jako razvila i ima primjene u mnogo grana, kako prirodnih, tako i
drustvenih znanosti. VaZna grana primijenjene matematike je statistika (stohastiCka
matematika), koja se bavi izuCavanjem i predvidanjem slucajnosti i slucajnih pojava.
Numericka matematika izu¢ava numericke metode izratunavanja, a diskretna matematika je
zajednicko ime za viSe grana matematike koja se velikim dijelom koriste kao alati u
raCunarskim znanostima. Razvijena je 1 matemati¢ka teorija racunarstva, kao 1 niz drugih

interdisciplinarnih grana.
Neki primjeri koriStenja statistike:

ispitivanja glasaca prije/u tijeku izbora,
ispitivanje ljudi op¢enito o bilo kojoj temi,
vodenje statistike u proizvodnji, prije i poslije svake kontrole;

primjenjena statistika na podrucju biomedicinskih znanosti (biostatistika);

o & w0 NP

primjenjena statistika u podruc¢ju geoznanosti, odnosno prostorna statistika ili

geostatistika.
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3. MATEMATIKA U OBRAZOVANJU

3.1. MATEMATIKA U OSNOVNOSKOLSKOM OBRAZOVANJU

Matematiku je vrlo vazno uliti od rane dobi. Matematika djetetu pomaze pri
zaklju€ivanju, logickom razmisljanju, sistemati¢nosti, pa se Cesto, u zargonu kaze kako
matematika razvija tj. o$tri mozdane vijuge. Djeca se ve¢ u vrticu susreéu sa brojevima I
geometrijskim tijelima, te savladavaju osnovne matemati¢ke operacije kao $to su zbrajanje i
oduzimanje. Uce¢i matematiku, djeca razvijaju svoje didakti¢ke sposobnosti. N0, to se ne mora
raditi na strogi Skolski nacin, ve¢ kroz neke igrice tzv. didakti¢ke igrice. Djeca vole igracke, tu
nema nikakvih dvojbi. lako ih klinci gledaju kao oblik zabave, didakticke igracke se mogu
izabrati tako da uz igru maliSani lako savladaju bazi¢no matemati¢ko gradivo potrebno za
daljnje skolovanje. Valja napomenuti da su didakticke igracke one igracke koje djecu nec¢emu
poucavaju i obucavaju. Uz matematicku pismenost, iste razvijaju motoriku i govor, vizualnu
percepciju koncentracije i paznje, razvijaju logi¢ko razmisljanje i zakljucivanje, aktivno

slusanje i sl.

Slika 10. Didakticka igracka [13]

Dolaskom djece u osnovne $kole, poc¢inju se koristiti malo veci brojevi. Povezivanjem
brzog Citanja zadatka iz matematike poboljSava se brzina razmisljanja djeteta kako bi to¢no i u
Sto kracem vremenskom roku rijeSio taj zadatak, poznat kao matematicki diktat. Kako djeca
postaju starija u ovu pricu ukljucuju se i neka slova, nepoznanice koje ucenici moraju pronacéi.

Ucenici uce zbrajati, oduzimati, mnoziti i dijeliti na pocetku sa jednoznamenkastim i
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dvoznamenkastim brojevima, kasnije se brojevi povecavaju. UcCe crtati pravac i duzinu, mjerne
jedinice i odnose pravaca u ravnini. Savladavaju vrste kutova (pravi, §iljasti i tupi), mjerenje
opsega i povrsine trokuta, ratunanje opsega i povrsine pravokutnika i kvadrata. Kasnije uce
racunati s razlomcima i decimalnim brojevima (zbrajanje, oduzimanje, mnozenje i dijeljenje).
Pri kraju osnovnoskolskog obrazovanja rjeSavaju jednadzbe, usvajaju pojam linearne funkcije,
pojam vektora, pojam koordinatnog sustava, te prepoznaju geometrijska tijela (racunaju
volumen i oplos$je piramide, prizme, stoSca, valjka i kugle). Sve ovo je vazno kako bi se ucenici
znali izrazavati pismeno i usmeno. Razvijati osje¢aj odgovornosti, kriti¢nosti prema svome i
prema tudem radu. Naime, programski sadrzaj koji ue u osnovnim Skolama je izraden tako da
ucenicima bude jasno da su ova znanja nuzna svim ucéenicima neovisno o izboru njihovog
buduéeg zanimanja. Bit je razvijati i produbljivati matematicko misljenje ucenika i

osposobljavati ih za osmisljavanje i rjeSavanje raznih praktickih zadataka.

3.2. MATEMATIKA U SREDNJIM SKOLAMA

Dolaskom u srednje Skole, uenicima se daju inicijalni ispiti znanja iz svih predmeta pa
tako i iz matematike. Plan programa u razli¢itim Skolama se ne razlikuje toliko, ali u nekim
Skolama gdje je matematika vaZnija i¢i ¢e se malo dublje u analizu matematickih problema i od

ucenika Ce se traziti vise.

Matematiku u srednjoj Skoli je vazno uditi jer ona razvija sposobnosti zakljucivanja.
Trebalo bi biti jasno da se matematika sve vise nalazi u prirodi i njena primjena bi trebala biti

jasnija, te ju cijeniti za ono §to ona je, a to je kraljica znanosti. [2]

Ucenici se na pocetku srednjoskolskog obrazovanja prisje¢aju zadataka 1 lekcija koje su
prethodno ucili u osnovnim $kolama. Matematika se uci od temelja i nadograduje ovisno o
struci. Rezultat matematickog obrazovanja na svim razinama $kolovanja mora biti razvoj
matematiCkih sposobnosti 1 umijee primijenjene matematike. Razumijevanje temeljnih
matematiCkih koncepata i procesa te sposobnost njihove prakti¢ne primjene je ono Sto drustvena
zajednica ocekuje od matematickoga obrazovanja. U osnovnoj $koli se uce osnove matematike,
u srednjoj Skoli se dolazi do visoke matematike, a u daljnjem obrazovanju matematicko znanje
se nadograduje ovisno o potrebi struke. Vazni su i matematicki problemski zadatci rije¢ima koji
se spominju u osnovnim Skolama, ali u srednjim Skolama ipak su malo ozbiljniji. Njihova

problematika raste usporedno s razinom obrazovanja jer razvija logi¢ko zakljucivanje i
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prepoznatljivost u rjeSavanju sutrasnjih vecih i tezih problema. Zadatci rije¢ima cesta su pojava

na drzavnim maturama i to je jo$ jedan razlog zasto im ucenici trebaju dati malo vise paznje.

U prvom srednje trebaju se svladati osnovna znanja vezana uz realne brojeve u
strukturalnom smislu, strogo razlikovati svojstva prirodnih, cijelih, racionalnih i iracionalnih
brojeva. Nauciti rjeSavati linearne jednadzbe, nejednadzbe i probleme prvog stupnja. Snalaziti
se u koordinatnom sustavu. Svladati vjestinu zbrajanja, oduzimanja, mnozenja i dijeljenja
polinoma i racionalnih funkcija. U¢e se operacije s korijenima i potencijama s racionalnim
eksponentom. Na kraju prvog srednje, ué¢i se o geometrijskoj ravnini te savladavaju pojmovi
vezani uz sukladnost i slicnost. U drugom srednje ucenici svladavaju racunske operacije s
kompleksnim brojevima, ukljucujuci prikazivanje kompleksnih brojeva u ravnini. Trebaju
ovladati umije¢em rjeSavanja kvadratne jednadzbe i problemom drugog stupnja. Nauciti
svojstva eksponencijalne funkcije i shvatiti njenu vezu sa logaritamskom. Svladati pravila za
racunanje logaritma. Trigonometrijske funkcije znati primijeniti na rjeSavanje pravokutnog
trokuta te upoznati medusobne odnose toc¢aka, pravaca i ravnina u prostoru. U treCem srednje
ucenici trebaju nauditi definirati trigonometrijske funkcije kao realne funkcije koristeci
brojevnu kruznicu te svojstva tih funkcija (periodicnost, parnost i neparnost). Ovladati
sposobnoscu rjesavanja planimetrijskih 1 stereometrijskih zadataka primjenjujuéi svojstva
trigonometrijskih funkcija kuta te sinusov i kosinusov teorem; rjesavati trigonometrijske
jednadzbe. Trebaju svladati osnovna znanja iz vektorske algebre. Definirati i crtati krivulje
drugog reda na osnovi njihovih metri¢kih svojstava, a ostale zadace rjeSavati na osnovi njihovih
pripadnih jednadzbi. U cetvrtom srednje ucenici moraju svladati osnovna znanja vezana uz
skupinu brojeva u strukturalnom smislu, strogo razlikovati svojstva prirodnih, cijelih,
racionalnih, realnih i1 kompleksnih brojeva. Znati razlikovati ogranicen i neograni¢en niz te
monotono rastu¢i i monotono padajuci niz. Nauciti formule za op¢i ¢lan i sumu aritmeti¢kog i
geometrijskog niza i primijeniti ih u rjeSavanju zadataka te odrediti sumu beskonacnog
geometrijskog niza. Trebaju znati opisati tok, odnosno odrediti podrucje definicije, nulte tocke,
podrucje rasta/pada i nacrtati grafove osnovnih funkcija. Svladati pravila deriviranja i
primijeniti derivacije na ispitivanje toka funkcije. Za kraj uce se integrali te veza integrala i

primitivnih funkcija.

Program i gradivo matematike se moze razlikovati ovisno radi li se strukovnoj, tehnickoj,

drustvenoj, prirodoslovnoj skoli ili ako je u pitanju neka gimnazija.
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3.3. MATEMATIKA U VISOKOSKOLSKOM OBRAZOVANJU

Matematiku poneki studenti dozivljavaju kao tezak, nezanimljiv i apstraktan predmet koji
sadrze brojne postupke i formule koje treba nauciti i koji se na kraju ne primjenjuju u
svakodnevnom Zzivotu. No, tu grijeSe. Prilikom upisivanja fakulteta, bira se buduce zivotno
zanimanje a isto se opet odabire prema svojim sklonostima. Netko je vise naklonjen prirodnim
znanostima, netko tehnickim a netko opet druStvenim. Sukladno tome studenti ¢e donijeti
odluku koji fakultet upisati, imajuc¢i na umu §to zele postati te koja ih zanimanja zanimaju.
Matematika se uci na svakom fakultetu te je teSko, gotovo nemoguce, sjetiti se fakulteta na
kojem se ona ne spominje. Ona postaje sve zastupljenija 1 s vremenom sve vaznija u svim
drustvenim aspektima. Apstraktna i teorijska znanja neophodna su za razvoj i nastanak brojnih

znanstvenih i tehnickih dostignucéa.

Kompjutori kojima se studenti danas najviSe vole koristiti upravo su izmislili ljudi, a
dijelove kompjutora matematicari zahvaljujuéi svojoj logici i znanju. Isti su od velike pomoci
ba§ matematicarima i svima onima koji ih primjenjuju. No potrebno je kompjutoru zadati
zadatak 1 znati S§to se trazi od njega da uradi, npr. ako niste upoznati kako se izracunavaju
povrsine nepravilnih likova kako ¢ete znati da trebate na¢i formulu za integrale, kako cete

postaviti granice, odnosno kako Cete zatraziti pomo¢ od kompjutora.

Studenti se uvijek pitaju :“Sta ée mi ta matematika?“. No, valja samo pogledati ostale
predmete kao i posao koji ih ¢eka i odgovor je jednostavan. Ona je svugdje oko nas; zastupljena
gotovo u svakom predmetu i ¢esto nudi upravo rjeSenje za mnoge zadatke u svakodnevnom
zivotu. Studenti se suoCavaju sa mnostvo problema prilikom studiranja, a Cesto najveci problem
je nedostatak vremena te nedovoljno uc¢inkovito u€enje. Navike u€enja koje su naucene u skoli
nece se uvijek dobro odraziti na fakultetu. Problemi pojedinca, uz nedostatak vremena, mogu
biti i nezainteresiranost za predmet, manjak koncentracije te nedovoljno motivacije za tim
predmetom ili izabranim studijem. Vrijeme se moze naci, profesor studenta moze zainteresirati

za predmet, ali motivaciju student mora pronaci sam Sto zna biti vrlo tesko.

Znanja koja se nauce na fakultetu vazno je moci primijeniti u praksi, dakle u
svakodnevnom zivotu te ostati u struci za koju su se student/studentica odlucili. Isto tako vazno
je dobro razmisliti o potraznji te struke prilikom zavrsetka fakulteta kako bi se posao u struci

lakSe mogao naci.
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4. ZASTO MATEMATIKA PREDSTAVLJA PROBLEM

Prilikom rjesavanja osnovnih matemati¢kih zadataka potrebno je logic¢ki razmisljati.
Ljudi imaju razli¢ite sklonosti a samim tim i razli¢ito logicko rasudivanje. Zbog toga nekome
matematika ne predstavlja problem dok drugome predstavlja ogroman gotovo nerjeSivi
problem. Vecina ljudi je dovoljno sposobna za shvatiti osnovne elementarne zadatke u
matematici. UCenici u osnovnim $kolama, u€enici u srednjim Skolama, te studenti suoceni su s
brdom problema i pravila koje je potrebno znati i razumjeti kako ne bi slusali ,,nerazumljiv*
jezik. Nije uvijek stvar u tome da oni ne razumiju matematiku, problem je $to oni ni ne
pokusavaju razumjeti i shvatiti njenu vaznost u svakodnevnom Zivotu. Cesto je problem i slabo
predznanje. Matematika se vjezba. Ne postoji osoba, naravno ako Se govori o prosjecnoj
inteligenciji, koja vjezbaju¢i matematiku istu ne moze i nauciti, a to znaci da savladano gradivo
zna primijeniti. Kada se ucenici ili studenti moraju malo ozbiljnije prihvatiti rjeSavanja
problematike tj. zadataka iz nekog dijela matematike, bilo da se radi o analiti¢koj, statisti¢koyj,
numerickoj ili nekom drugom nastavnom matematickom dijelu, pokaze se da su oni studenti
koji su se vise zalagali i trudili iznimno uspjesni na tom podru¢ju matematike. Tu je pokazatelj
dobivena ocjena koja, na zalost, ¢esto bude jedini razlog ulozenog truda kod odredenog u¢enika
ili studenta. Gotovo svaki ucitelj ili profesor prozZivljava sa svojim ucenicima ili studentima
njihove padove i uspjehe iako to oni ¢esto nisu ni svjesni. Naravno da svaki profesor uziva u
uspjehu svojih ucenika ili studenata. Nema vece srece za ucitelja ili profesora nego da ga njegov
ucenik ili student nadmasi. To zna¢i, ne samo da mu je uspio prenijeti svoje znanje i
zainteresirati ga za isto, nego da ga je potaknuo ka daljnjem obrazovanju i usavrsavanju. Uspjeh
ucenika ili studenta povratna je pozitivna informacija profesoru koji ih je uspio motivirati da

dodu do cilja.

Vazno je i spomenuti da ucenici i studenti ve¢e probleme mogu imati sa elementarnom
matematikom nego sa viSom matematikom koja bi, naravno, po prirodi trebala biti i teza.
Naravno, jer bez dobrog temelja nema ni nadogradnje. Cesta je izjava kako je visa matematika
zanimljivija i da je zato sa zadovoljstvom svladavaju. S druge strane viSa matematika je nekima
teza zato $to prvenstveno ,,kaskaju* s osnovnom matematikom. Visa matematika je nekima teza
upravo zato Sto pokusavaju Sto prije svladati bazicnu matematiku dok je drugima laksa zato Sto
vide njenu primjenu. DuZom 1 pravilnijom uporabom matematike, stariji i ozbiljniji ljude vide

njenu vaznost i opéu primjenu.
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Profesori prilikom predavanja, trebaju postavljati probleme koji navode uéenike/studente
na razmiSljanja i poti¢u na usvajanje novih znanja sa kojima ¢e rjeSavati postavljeni zadatak
koriste¢i matematiku. Problem moze biti i kada profesor ne zna predociti problem
ucenici/studenti ili brzo odustaju ili se dovoljno ne angaziraju (problem im je u stvari ve¢
profesor rijesio). Informacija mora biti jasna sve dok ne rjesava problem i da ne oduzima
ucenicima/studentima moguénost razmisljanja o situaciji te o metodi koju ¢e izabrati kako bi
rijesili zadatak koji im je ucitelj ili profesor zadao. Problem se stvara ako ucenici/studenti ne
izvuku pouku, te ako ne uspijevaju povezati stvarne zivotne probleme sa matematickom
apstrakcijom. Kako bi ucenici/studenti lakse rijesili problem koji im je zadan, moraju ga
razumjeti i imati ideju kako ga rijesiti, a kada ga rijese iz istoga izvuéi zakljucak. Kreativnost u

ovom sluéaju moze biti od velike pomoéi. [1]

Kada bi se analizirali problemi u matematici prilikom njenog ucenja, zasigurno bi se
trebalo spomenuti da je mozda i najveci problem $to djeca ve¢ od rane dobi, a ni prilikom
odrastanja ne uspijevaju povezati stvarni zivot sa matematikom. Nastava matematike trebala bi
od pocetka biti osmiSljena tako da povezuje tu egzaktnu znanost sa prirodom i druStvom,

tehnikom 1 tehnologijom,...

4.1. ZASTO DJECA IMAJU PROBLEME PRI UCENJU MATEMATIKE

Mnoga djeca imaju teSkoce pri ucenju matematike. Priroda tih teskoca nije kod svakog
djeteta ista, jedan ucenik Cesto grijesi, drugi varira u svojoj uspjesnosti. Danas ¢e i¢i sve kako
treba, sutra nece znati rijesiti osnovni zadatak, a tre¢i Ce rijesiti uspjesno zadatak, ali sporo. Ima
ucenika koji dugo ne mogu ovladati aritmeti¢kim 1 matematickim vjeStinama ili nisu u stanju
primijeniti usvojena znanja u novim situacijama kada se pojave razna podruc¢ja matematike, to
onda moze i¢i dalje od nemogucénosti rjesavanja drugih predmeta pa do toga da se ne nalaze u
prakticki istim zivotnim situacijama. Veliki broj djece osjeca odbojnost 1 strah prema svemu
Sto ih podsjec¢a na matematiku. Valja se zapitati nisu li i roditelji tome doprinijeli. Ne rijetko se

cuje: ,,.. samo mi nemoj iz matematike donijeti jedan...* ili ,, Ajme, tko mu je iz matematike?*

TeSkoc¢e u u¢enju matematike su prisutne kod djece razli¢itih intelektualnih sposobnosti,
te su skupine ucenika koje su neuspjeSne u njoj vrlo raznolike. Uzroci tih teSkoca su
mnogobrojni, stoga ne postoji samo jedno objasnjenje zasto djeca imaju problema s ucenjem i

ne postoji samo jedan put kojim treba i¢i kako bi se toj djeci pomoglo. Svako dijete ima svoje
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jedinstvene probleme koje zahtijeva detaljnu analizu prirode teSkoc¢a, njihovih moguéih uzroka,
te kada se sazna koji su problemi u uéenju treba poraditi na tome. Naravno da ucitelj ili
nastavnik treba pomo¢i. Neki u¢enici mogu bez problema ovladati mehani¢kom aritmetikom,
ali imaju poteskoca na viSim stupnjevima matematike. S druge strane, suprotno ovome, postoje
ucenici koji vrlo dobro shvaéaju koncepte viSe matematike, ali nisu u stanju nauciti elementarnu
matematiku. Dakle, teSkoce u u¢enju matematike mogu se ispravljati na vise razli¢itih nacina,
ali u slucaju kada djetetu nije pruzena pomo¢ na vrijeme, problemi prelaze u odraslu dob i tek

se tada dolazi do bezizlazne situacije.

Problemi mogu biti kada uc¢enici nemaju dovoljno razvijene psihic¢ke funkcije, dakle kada
im misli vrlo lako odlutaju tijekom nastavnog sata, kada ne paze dovoljno pri rjeSavanju

zadataka, te kad imaju loSu memoriju u matematickom smislu.

Djetetova nerazvijenost temeljnih vjestina koje su preduvjet za ucenje matematike i njeno
usvajanje, te kasnija primjena u stvarnom zivotu ili pak kako bi se lakse naucilo sljedece gradivo
moze biti problem. Uzrok ovakvih teSkoca moze biti nedovoljna pripremljenost djeteta za
ucenje matematike u $koli. Kao §to se zna da se prilikom ucenja ¢itanja prvo trebaju znati sva
slova, tako postoji i pojam spremnosti prilikom uc¢enja ovog predmeta. Kada dijete prilikom
odlaska u $kolu nije naucilo lekciju od jucer ono je nespremno za dana$nju matematic¢ku lekciju
1 ono moze izgubiti Zelju i motiv za njenim ucenjem, jer ne moZze pratiti daljnju nastavu iz
matematike. Doslovce tr¢i za propustenim gradivom, a ako se isto odmah ne nadoknadi ve¢ se
propusteno gradivo jo$ viSe nagomila, dijete je u tolikom zaostatku da mu treba ne samo dosta
vremena i pomo¢i oko nadoknadivanja ve¢ i motiviranosti i upornosti, a to uistinu nije lako.
Zato se propusSteno gradivo mora $to prije nadoknaditi. Ovaj problem mogude je rijeSiti
sustavnom pomo¢i nastavnika iz matematike, roditelja i djetetovih prijatelja iz istoga razreda,
kao 1 sa svakom pomo¢i osobe koja zna prenijeti znanje iz matematike na adekvatan nacin.
Naravno da ¢e doc¢i do povecanog ucenja kod kuce tj. do ve€eg obima domacih zadataka, ali je

to kratkotrajnog roka ukoliko se taj problem na vrijeme uoci i odmah mu se planski pristupi.

Kako je prije receno, nijedno dijete ne uci na isti nacin stoga je vrlo vazan i nacin na koji
nastavnik obraduje lekciju. Nastavnik se drzi udZbenika i prati njegov program, nekoj djeci je
lakse uciti lekciju za lekcijom na satu, dok druga djeca ipak to ne vole te uce tek kada je
obradena cijela cjelina. To su tzv. kampanjci. No, biti kampanjac u matematici bas i nije

preporucljivo upravo zbog prije navedenih razloga.
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Svaka matematiCka vjesStina kako bi dosla do savrSenstva treba pro¢i odreden razvoj. Da
bi dijete potpuno shvatilo koncept zadanog matemati¢kog problema ne treba biti samo u
mogucénosti rijesiti taj zadatak, ve¢ shvatiti zasto je to tako i objasniti problem zadatka i njegovo
rjesenje. Profesor Mahesh Sharma, indijski politicar i fizicar, je odredio Sest stupnjeva kako bi
dijete lakSe ovladalo matemati¢kim vjestinama i konceptima kroz koje nastavnik ili ucitelj treba
voditi dijete korak po korak: intuitivni, konkretni, reprezentativni (likovni), apstraktni,
upotrebni 1 komunikacijski. Tek onda kada je dijete sustavno vodeno od prvog koraka do
posljednjeg koraka i kada je doseglo posljednji stupanj, komunikacijski stupanj, moze Se
smatrati da je uistinu ovladalo vjeStinom ili usvojilo koncept. U nerijetkim sluc¢ajevima ucitelj
pocinje djeci objasnjavati matemati¢ko gradivo preskacuéi stupnjeve po kojima bi se trebali
drzati i zbog te nedosljednosti u metodici poducavanja djeteta Carima matematike, dijete ne
usvaja koncept i odredene potrebne vjestine za daljnje ucenje. U jednom trenutku dijete prestaje
pratiti na satu, gubi samopouzdanje i na kraju poé¢inje se bojati matematike. Na kraju krajeva,
dijete se uvrstava u skupinu djece koji imaju probleme sa ucenjem kad to zapravo nije istina,

ve¢ je problem u metodici poducavanja.

Uzrokom ucenikovih problema pri ucenju moze biti i nedovoljno iskustvo vjezbanja
matematike. Razlozi tih problema su ociti, izostajanje sa satova, nedovoljno ucenje kod kuce.
Razlozi mogu biti 1 drugaciji kao $to je u rijetkim slucajevima nastavnikovo vjerovanje da je
ucenik nespreman za teZe gradivo na temelju toga Sto nije u stanju ispravno rijesiti jedan
aritmeticki problem to¢no. Ona je po svojoj prirodi kumulativna, stoga postoji ¢vrsto uvjerenje
da je elementarna aritmetika, odnosno brojanje i ratunanje s brojevima, temelj za svako daljnje
napredovanje u matematici. Medutim, ni to ne mora uvijek biti tako, ponekad dijete moze vrlo
loSe baratati s brojevima dok njegovo razmisljanje o zadanom problemu mozZe biti vrlo logi¢no

i razumljivo, a na kraju krajeva i tocno.

Matematika je ,,straSna“ zato $to su ucenici ¢uli od mnogih da je komplicirana, no kao $to
se u sve treba uloziti trud kako bi se dobili §to bolji rezultati, tako se treba potruditi i kod ovoga
predmeta. Pravovremeno i svakodnevno ucenje, te pracenje na satu su recept da matematika

viSe nikad ne bude problem. [7]
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5. EH, TA MATEMATIKA

Svima moze ona biti malo neobi¢na, no ona nije tu da bi bila teSka ve¢ da bi pokazala da
moze biti zanimljiva i domisljata kroz, upravo, njenu jednostavnost. Svima je poznata pri¢a 0
mudrom caru i zrnu zita na Sahovskoj plo¢i. Geometrijska progresija, koja matematicki neukog
Covjeka moze zaprepastiti, stvorili su problem Sesine Sahovske ploce koji datira iz 1256.
godine. Prema legendi, kada je car Seram nau¢io igrati $ah bio jako ushi¢en ljepotom te igre da
je odlucio nagraditi svog skromnog matematicara Sesu za njegovo otkri¢e Sahovske ploce.
Naime, Sesa je rekao: "Zelim da mi date za prvo polje na ploi jedno zrno psenice, za drugo
polje dva zrna, za treée Cetiri, za Cetvrto osam, i tako za svako slijede¢e 2 puta viSe zrna nego
za prethodno polje". Car se iznenadio skromno$¢u matematicara i odlu¢io ispuniti obecanje
nakon rucka. Dok je Sesa ¢ekao svoju nagradu na dvoru, carevim matemati¢arima je dva dana
trebalo da izracunaju koliko zrna pSenice trebaju dati skromnom Sesi. Izracunali su da taj broj
iznosi: 18 446 744 073 709 551 615 zrna. Car se zamislio, jer su mu matematicari rekli da on
toliko pSenice u svojim zalihama nema, te da bi se tom koli¢inom pSenice mogli napuniti vagoni
koji obavijaju Zemlju 1000 puta. Car je pokuSao ispuniti svoje obecanje i pozvao Sesu da sam
prebroji koliko zrna pSenice ide njemu, no Sesi je bilo neugodno. Poceo se ispricavati i rekao
da ima hitnog posla na drugom kraju svijeta, gdje mu je sestra pred porodom, a muz joj je umro.

Car se nasmijao i pustio Sesu da $iri glas o milostivosti cara Serama.
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Slika 11. Zrno pSenice i $ah [11]

Naime, matematika je usko povezana sa svime $to se dogada u prirodi i teoreme koji su
postavljali mnogi veliki europski matematic¢ari mogu se pronaci bas tamo gdje se nikad ne bi

nadali.
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Fibonaccijev niz, u kojem je svaki broj zbroj dva prethodna (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34,
55, 89, 144, 233, 377, 610...) moze biti pronaden u svemu, .... Npr. suncokret je jedan od
najocitijih 1 najljepsih prikaza skrivene matemati¢ke pravilnosti koja oblikuje obrasce Zivota.
U ovom slucaju, niz je broj razli¢itih sjemenskih spirala na licu suncokreta. Brojec¢i spirale u
smjeru kazaljke na satu i u obrnutom smjeru, koje dolaze do vanjskog ruba, obi¢no se pronade
par brojeva iz redoslijeda: 34 i 55, ili 55 1 89. Pravi zivot je neuredan i malo kaotiCan,
znanstvenici su provjerili, istrazujuci dvije razlicite studije, 657 cvjetova i nasli da 1 od 5
suncokreta nema Fibonaccijev spiralni uzorak, dakle 4 od 5 ih ima, i u drugoj, studija od 557
cvjetova suncokreta je zakljucila da 8 od 9 cvjetova savrSeno prati Fibonaccijev niz. Naravno,
to ne znaci da ovaj mali broj ne slijedi niz, ve¢ da mozda ukljucuje i uzorke kojih dosad jos nisu

ni svjesni.

Kada je Tales bio u Egiptu, odlucio je oti¢i vidjeti 3 piramide i sfingu napola ukopanu u
pijesku. Tada su piramide bile stare oko 2000. godina. Angazirao je nekoliko vodica i sa sobom
poveo prijatelja iz Grcke. Tales se dugo divio Keopsovoj piramidi, koja je prekrivala povrSinu
od 5.3 hektara. Gledao je nagib piramide i kako piramida raste do vrha koji sijece egipatsko
nebo. Primijetio je kako prekrasna Sunceva svjetlost udara to¢no na jednu stranu piramide i crta
oStru sijenu na pustinjski pijesak. Tada je postavio svoje poznato pitanje koje glasi: " Kolika je
visina piramide". Vodic¢i su ostali zamisljeni i usli u medusobnu raspravu jer ih to nikad nitko
nije pitao. Uvijek su bili zadovoljni sa bazom piramide, 252 koraka sa svake strane. Nekada to
turisti nisu vjerovali pa su znali i sami brojati korake do vrha. Ali, nitko jo§$ nije upitao za visinu
piramide. No, vodic¢i nisu znali odgovor na to pitanje, te kako izmjeriti visinu piramide, dok su
Tales i njegov prijatelj Setali u hladu, Tales je otkrio odgovor i vikao: "Visina piramide je 160
koraka". Vodi¢i su bili Sokirani i bili su uvjereni da je Tales nekakav ¢arobnjak. Naravno, Tales
nije bio ¢arobnjak ve¢ izuzetno nadaren matematicar koji je jednostavno mjereci dvije sjene na

pijesku i koriste¢i apstraktno pravilo njegove geometrije doSao do odgovora. [12]
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duljina baze

Velika piramida

Talesov Stap -
+*+""'4 §Ep **'h'-h.
I I I sjena
1/2 duljine baze sjena
visina piramide _ duljina Stapa
1/2 duljine baze +sjena piramide sjena itapa

Slika 12. Tales i piramida [12]

Naravno, Tales je rijesio i taj problem,
mozda upravo na ovaj nacin:

Kako se pomice sjena piramide (zbog pomicanja Sunca),
tako se pomice i linija (vidi sliku - crno crtkano)

koja odreduje duljinu sjene.

U onom trenutku kad ta crtkana linija postane paralelna
s bridom baze, dio sjene koji je unutar piramide

bit ¢e dug kao pola brida baze.

A vanjski dio sjene lako se izmjeri.

233 m aleln8° ‘

se izmjeri

Slika 13. Nac¢in ra¢unanja visine piramide [12]
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U svakom trenutku, svi apstraktni trokuti su istog oblika, ali ne 1 veli¢ine. Pravi kutovi 1
visine objekata ostali su nepromijenjeni, ali su se druge dvije stranice i druga dva kuta mijenjala
ovisno o kretanju Sunca po nebu. Tales je znao da ga oci nisu prevarile. Duljina sjena ¢e se

uvijek mijenjati zajedno na isti nacin, dok ¢e visina objekata ostati nepromijenjena.

Zelja za uenjem zasniva se na 4 motiva: motiv radoznalosti, motiv kompetencije, motiv
identifikacije, motiv uzajamnog djelovanja. Ta se Cetiri motiva mogu prepoznati prilikom
ucenja djeteta u predskolskoj dobi. Svako dijete je po svojoj prirodi vrlo aktivno i razigrano, a
upravo ta razigranost proizlazi iz radoznalosti. Uce¢i djecu matematiku na zabavan nacin,
pricajudi price, moze im se pomoci da Sto prije shvate i sami se uvjere da matematika moze biti

i te kako zanimljiva.
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6. ZAKLJUCAK

Matematika je puno vise od obi¢nog predmeta zbog toga $to logika koja se koristi u ovoj
znanosti moze posluziti za smislen pristup rjeSavanju mnogih drugih problema. Ucenje
matematike je vazno jer ono povecava kognitivne sposobnosti, sposobnosti razumijevanja

zadatka, sposobnosti rjeSavanja tih istih zadataka, te jaca logicka razmisljanja.

Svaka formula, svaki teorem, svaka matematicka funkcija koju studenti ili uéenici nauce
od velike su vaznosti za daljnji razvoj njihovih sposobnosti glede tog predmeta i nacina
razmiSljanja. Tales, Hiparh, Descartes, Newton, Pascal, i jos mnogi drugi znanstvenici koji su
postavili temelj matematicke znanosti, zauvijek ¢e ostati upamceni zbog svojih djela koja 1

danas upoznaju nove narastaje sa ovom prekrasnom znanoscu.

Matematika kao predmet moze izgledati jako komplicirano i teSko, no matematika je
predmet koji, kada se u¢i pravilno i redovito, moze biti vrlo lagan i pristupacan svima, predmet
koji ukazuje na usku povezanost sa prirodom i razumijevanje prirode kao takve, jer ipak ona je

svuda oko nas, htjeli mi to ili ne.

Nesumnjiva je odgojna vrijednost matematike u izgradnji osobnosti, razvijanju uma,

razvijanju logickog razmisljanja, sposobnosti pri rjeSavanju zadataka i stvaranju radnih navika.

U ovom radu zadatak je bio pokazati matematiku kakva ona zapravo u sustini 1 jest,
zabavna 1 zanimljiva u isto vrijeme, te pobliZe objasniti vaZnost te iste matematike 1
pravovremenog ucenja pri ranoj dobi. Matematika nije niti dosadna niti teska upravo zbog toga
treba paziti kada se o njoj pri¢a pred novim narastajima. Novim generacijama treba dopustiti

da se oni sami suoce sa njom bez predrasuda te da sami uvide njenu smisao i primjenjivost.

Matematicki temelji su postavljeni prije mnogo godina, ali se iz godine u godinu otkriva
sve se viSe novih lema, korolara i1 teorema koji samo doprinose napredovanju i

rasprostranjenosti iste.

I za kraj valja ponoviti ono §to je na pocetku i reCeno a to je da je matematika kraljica
svih znanosti. Kao takvu se mora postivati i trebalo bi je Sto viSe razumjeti kako bi usvojeno

matemati¢ko znanje predstavljalo vazno orude u daljnjem Zivotu svakoga covjeka.
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